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Abstrak 

Angiogenesis desidua, yaitu pembentukan jaringan pembuluh darah yang padat pada 

lapisan rahim, sangat penting bagi perkembangan embrio. Meskipun jalur sinyal 

Dll4/Notch biasanya mengatur proses ini melalui inhibisi lateral untuk menciptakan 

pola sel yang bergantian (sel ujung dan sel batang), bukti menunjukkan bahwa 

Jagged1 (𝐽𝑎𝑔1) bertindak sebagai antagonis terhadap 𝐷𝑙𝑙4 dalam kapiler desidua. 

Penelitian ini mengusulkan model matematika yang menggunakan Persamaan 

Diferensial Biasa (PDB) untuk menyelidiki bagaimana heterodimerisasi ligan-ligan 

ini, yang membentuk kompleks tidak aktif, mempengaruhi spesialisasi sel. Analisis 

sel tunggal menunjukkan bahwa sistem ini terbatasi dan mendukung maksimal tiga 

titik kesetimbangan, memastikan sel-sel berkomitmen pada identitas yang stabil. 

Simulasi pada kisi heksagonal dan silinder, yang dirancang untuk meniru struktur 

vaskular desidua, menegaskan bahwa heterodimerisasi merupakan pendorong kritis 

dalam pembentukan pola sel yang realistis. Hasilnya menunjukkan bahwa tingkat 

𝐽𝑎𝑔1  yang tinggi mendorong pembentukan sel ujung dengan mengganggu 

penghambatan yang dimediasi oleh 𝐷𝑙𝑙4,  sementara model tersebut gagal 

menghasilkan pola yang realistis tanpa adanya heterodimerisasi. Secara keseluruhan, 

penelitian ini memberikan kerangka kerja teoretis untuk memahami bagaimana 

interaksi antagonistik antara Jag1 dan 𝐷𝑙𝑙4  mengatur kepadatan vaskular yang 

diperlukan untuk keberhasilan kehamilan. 

 

Kata kunci: Angiogenesis desidua, heterodimerisasi, Jagged1 dan Dll4, pemodelan 

matematika, sinyal Notch. 

 

 

1 Pendahuluan 

Studi tentang angiogenesis yang merupakan pembentukan pembuluh darah baru 

dari jaringan vaskular yang sudah ada adalah masalah klasik dalam pembentukan pola 

seluler terkoordinasi. Meskipun angiogenesis telah banyak didokumentasikan sebagai 

pendorong perkembangan tumor dan penyembuhan luka, proses ini memainkan peran 

yang sangat kritis selama awal kehamilan [1]. Pada model tikus, implantasi embrio 

memicu angiogenesis desidua, yaitu perkembangan cepat jaringan kapiler yang padat di 

lapisan rahim yang sangat penting untuk pengiriman nutrisi dan oksigen sebelum 

pembentukan plasenta. Proses ini diatur oleh spesialisasi yang tepat dari sel endotel 

menjadi sel ujung (tip cells), yang memimpin tunas pembuluh darah baru, dan sel batang 
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(stalk cells), yang membentuk badan struktural pembuluh darah. Kegagalan dalam 

mencapai keseimbangan yang tepat antara fenotipe-fenotipe ini mengakibatkan jaringan 

yang tidak berfungsi, yang sering kali menyebabkan pertumbuhan janin terhambat atau 

keguguran [2]. 

Dari perspektif sistem dinamis, spesialisasi seluler ini dimediasi oleh jalur 

pensinyalan Notch melalui mekanisme yang dikenal sebagai inhibisi lateral. Dalam model 

standar, sel-sel yang menerima rangsangan tinggi dari Vascular Endothelial Growth 

Factor (VEGF) mengadopsi fenotipe sel ujung dan meningkatkan ekspresi ligan Delta-

like 4 (Dll4). Dll4 berikatan dengan reseptor Notch pada sel-sel di sekitarnya, yang 

memicu pelepasan Notch Intracellular Domain (NICD), yang kemudian menekan 

sensitivitas sel-sel tetangga tersebut terhadap VEGF dan memaksa mereka untuk menjadi 

sel batang. Lingkaran umpan balik ini biasanya menghasilkan pola sel ujung dan sel 

batang yang jarang dan bergantian, menyerupai pola “salt-and-pepper” [2]. 

 

 
Gambar 1. Versi mekanistik dari model yang digunakan dalam penelitian ini [3]. 

 

Namun, lingkungan desidua menghadirkan tantangan biologis yang unik bagi 

model-model penghambatan lateral standar. Bukti eksperimental menunjukkan bahwa 

ligan Jagged1 ( 𝐽𝑎𝑔1 ) bertindak sebagai antagonis kritis terhadap sinyalisasi yang 

dimediasi Dll4 di kapiler desidua. Sementara Dll4 membentuk pola yang jarang, Jag1 

berfungsi sebagai “rem pengatur,” yang mendorong kepadatan vaskular tinggi yang 

diperlukan untuk kehamilan yang berhasil. Mekanisme molekuler yang diusulkan untuk 

antagonisme ini adalah heterodimerisasi ligan: interaksi cis di dalam sel yang sama di 

mana Dll4 dan Jag1 berikatan untuk membentuk kompleks yang tidak aktif [1]. Hal ini 

secara efektif mengurangi jumlah Dll4 bebas yang tersedia untuk menghambat sel-sel 

tetangga, sehingga secara teoritis memungkinkan lebih banyak sel yang berdekatan untuk 

mengadopsi fenotipe sel ujung [3]. 

Tujuan utama penelitian ini untuk mengusulkan dan menganalisis kerangka kerja 

matematis, sebagaimana digambarkan oleh versi mekanistik pada Gambar 1, dengan 

menggunakan PDB guna menyelidiki bagaimana heterodimerisasi ligan (𝑘𝑑𝐷𝐽) 

mengatur pembentukan pola vaskular desidua. Untuk mencapai hal ini, bahasan 

berikutnya menyajikan penilaian analitis yang ketat terhadap model sel tunggal, yang 

menunjukkan sifat terbatasi model tersebut serta menetapkan stabilitas dan konvergensi 

global titik-titik kesetimbangannya. Bahasan selanjutnya kemudian memperluas 

kerangka kerja ini ke konteks multiseluler, dengan memanfaatkan simulasi pada kisi 

heksagonal dan silinder untuk mengevaluasi peran heterodimerisasi dalam arsitektur 
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vaskular yang realistis. Terakhir, kami menyimpulkan penelitian ini dengan ringkasan 

temuan dan arah potensial untuk penelitian di masa mendatang. 

 

2 Model Matematika Sel Tunggal 

Berikut adalah representasi matematis dari model sel tunggal dalam penelitian ini 

yang diadaptasi dari model yang diusulkan oleh Chen, et al. [3] dengan modifikasi pada 

parameter untuk mencerminkan lingkungan angiogenesis desidua selama awal kehamilan, 

di mana Jagged1 bertindak sebagai antagonis Dll4 [1]. Di sini terdapat sebuah sel tunggal, 

yang terpapar pada jumlah tetap ligan dan reseptor eksternal. 
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐷0𝐻(𝑆𝑣, 𝑆𝑣

0, 𝜆𝐷 , 𝑛𝐷) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡)𝐷 − 𝑘𝑑𝐷𝐽,  (1) 
𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 𝐽0𝐻(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

0, 𝜆𝐽, 𝑛𝐽) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡)𝐽 − 𝑘𝑑𝐷𝐽,  (2) 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁0𝐻(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

0, 𝜆𝑁 , 𝑛𝑁) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝐷𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑡𝐽𝐽𝑒𝑥𝑡)𝑁,  (3) 
𝑑𝑆𝑛

𝑑𝑡
= (𝑘𝑡𝐷𝐷𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑡𝐽𝐽𝑒𝑥𝑡)𝑁 − 𝛽𝑆𝑆𝑛 , (4) 

𝑑𝑅2

𝑑𝑡
= 𝑅0𝐻(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

0, 𝜆𝑅 , 𝑛𝑅) − (𝛽 + 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡)𝑅2,  (5) 
𝑑𝑆𝑣

𝑑𝑡
= 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡𝑅2 − 𝛽𝑆𝑆𝑣, (6) 

 

di mana 𝐷  adalah Delta, 𝐽  adalah Jagged, 𝑁  adalah Notch, 𝑆𝑛  adalah Notch yang 

teraktivasi, 𝑅2 adalah reseptor VEGF, dan 𝑆𝑣 adalah VEGF yang teraktivasi. 𝐷0, 𝐽0, 𝑁0, 

𝑆𝑣
0 dan 𝑆𝑛

0 adalah berturut-turut laju pembentukan alami Delta, Jagged, Notch, VEGF, 

dan NICD, yang dianggap konstan. 𝐷𝑒𝑥𝑡, 𝐽𝑒𝑥𝑡, dan 𝑁𝑒𝑥𝑡 adalah jumlah Delta, Jagged, dan 

Notch eksternal, yang juga dianggap konstan. 𝛽 atau 𝛽𝑆 adalah faktor peluruhan alami, 

yang juga konstan, dan 𝑘𝑡𝐷, 𝑘𝑡𝐽, serta 𝑘𝑑 juga merupakan faktor konstan. Akhirnya, 𝐻 

adalah fungsi Hill 𝐻(𝑋, 𝑋0, 𝜆, 𝑛)  =  (𝜆𝑋𝑛  + 𝑋0
𝑛 )/(𝑋𝑛  +  𝑋0

𝑛) , di mana λ adalah 

parameter umpan balik. 𝜆 <  1 adalah umpan balik negatif, 𝜆 =  1 adalah tanpa umpan 

balik, dan 𝜆 >  1 adalah umpan balik positif. 𝑛 adalah parameter bilangan bulat. Semua 

parameter bernilai positif. Deskripsi nilai-nilai yang digunakan dalam simulasi model ini 

diberikan pada Tabel A.2. Perbedaan utama model ini dibandingkan dengan model-model 

sebelumnya adalah faktor 𝑘𝑑𝐷𝐽  dalam 
𝑑𝐷

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝐽

𝑑𝑡
, yang merupakan cara penelitian ini 

memodelkan heterodimerisasi. 

 

2.1 Analisis Model Sel Tunggal 

Pertama, penelitian ini menunjukkan bahwa model ini terdefinisi dengan baik dari 

sudut pandang biologi, yang berarti tidak mungkin ada jumlah protein yang negatif, dan 

jumlah tersebut juga harus memiliki batas. Selanjutnya, penelitian ini menyajikan analisis 

kesetimbangan dari model tersebut. 

 

2.1.1 Sifat-sifat dasar 

Preposisi 1. Jika semua nilai awal positif, maka semua solusi tetap positif sepanjang 

waktu. Selain itu, solusi-solusi tersebut terbatas sepanjang waktu. 

 

Bukti. Pertama, perhatikan bahwa jika 𝑋 ≥ 0, maka 𝐻 > 0. Sekarang kita perhatikan 

persamaan (3) dan (4). Kita tulis 𝑘 = 𝑘𝑡𝐷 𝐷𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑡𝐽𝐽𝑒𝑥𝑡. Jika kita memasukkan 𝑆𝑛 = 0 
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ke dalam persamaan (4), kita lihat bahwa 
𝑑𝑆𝑛

𝑑𝑡
> 0 setiap kali 𝑁 ≥ 0. Jadi, jika 𝑁 positif, 

𝑆𝑛  terbatas dari bawah oleh 0. Memasukkan 𝑁 = 0  ke dalam persamaan (3) 

menunjukkan kebalikannya: jika 𝑆𝑛 positif, 𝑁 terbatas dari bawah oleh 0. Karena nilai 

awalnya memberikan 𝑆𝑛  dan 𝑁  lebih besar dari 0, ini berarti keduanya terbatas dari 

bawah. Kita dapat menggunakan argumen yang sama pada persamaan (5) dan (6). Karena 

𝑆𝑛 terbatas dari bawah oleh 0, demikian pula 𝑅2, dan karena 𝑅2 terbatas dari bawah oleh 

0, demikian pula 𝑆𝑣. Akhirnya, kita dapat melihat persamaan (1) dan (2) secara bersamaan, 

dan menggunakan argumen yang sama yang kita gunakan untuk 𝑆𝑛 dan 𝑁, yang juga 

menunjukkan bahwa 𝐷 dan 𝐽 terbatas dari bawah oleh 0. 

 

Untuk batas atas, digunakan argumen yang serupa seperti sebelumnya. Pertama, kita 

perhatikan bahwa 𝐻 ≤ max{1, 𝜆}. Nilai-nilai ini diperoleh berturut-turut untuk 𝑋 = 0 

atau 𝑋0 =  0. 𝑋0 =  0 sebenarnya tidak mungkin terjadi, tetapi untuk saat ini 𝑋 masih 

dapat menyimpang ke ∞, yang memberikan efek yang sama. Sekarang persamaan (3) 

memberikan 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
≤ N0 max{1, λ}  −  N(β + k). Karena 𝑁 ≥ 0, ini berarti bahwa 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
 ≤  0 

untuk 𝑁 ≥
𝑁0max{1,λ}

(β+k)
.  Ini menunjukkan bahwa 𝑁  terbatas. Dengan demikian, kita 

langsung melihat bahwa 𝑆𝑛, 𝑅2 dan 𝑆𝑣 terbatas. Akhirnya, kita juga dapat menggunakan 

argumen ini untuk persamaan (1) dan (2), setelah kita menyadari bahwa −𝑘𝑑𝐷𝐽 

sepenuhnya negative, dapat dituliskan sebagai berikut: 
𝑑𝐷

𝑑𝑡
≤ 𝐷0 max{1, 𝜆} − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡)𝐷 

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐷0𝐻(𝑆𝑣, 𝑆𝑣

0, 𝜆𝐷 , 𝑛𝐷) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡)𝐷 − 𝑘𝑑𝐷𝐽 

Setelah menyadari hal ini, hasilnya sama persis seperti sebelumnya. 

Sebelum kita membahas titik-titik keseimbangan sistem ini, pertama dibahas 

beberapa lemma yang penting: 

Lema 1 (Aturan Tanda Descartes). Sebuah polinomial dengan koefisien real 𝑝(𝑥) =
𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 + 𝑐𝑥𝑛−2 + ⋯ memiliki paling banyak 𝑠 akar real positif, di mana 𝑠 adalah 

jumlah perubahan tanda pada koefisien 𝑝. Selain itu, jumlah sebenarnya akar real positif 

dari 𝑝 memiliki paritas yang sama dengan 𝑠. 

 

Kita juga dapat menggunakan substitusi 𝑥 = −𝑦 untuk mendapatkan jumlah akar real 

positif dari 𝑝(𝑦), yang merupakan jumlah akar real negatif dari 𝑝(𝑥). 

 

Lema 2. Diskriminan ∆  dari setiap polinomial 𝑝  dengan koefisien real dapat 

memberikan informasi pada hal-hal berikut mengenai polinomial tersebut: 

1) ∆ =  0 berarti 𝑝 memiliki akar ganda, 

2) ∆ ≥ 0 berarti jumlah akar kompleks 𝑝 kongruen dengan (0 mod 4), 

3) ∆ ≤ 0 berarti jumlah akar kompleks 𝑝 kongruen dengan (2 mod 4). 

 

Di atas telah dibahas beberapa lemma yang kuat untuk menjelaskan bagaimana akar-akar 

polinomial tersebar. Hal ini berguna ketika mencoba mencari titik-titik kesetimbangan 

sistem ini, sebagai berikut: 

 

Teorema 1. Untuk 𝑁 = 1, terdapat satu titik kesetimbangan. Untuk 𝑁 ≥ 2, terdapat 

paling banyak tiga titik kesetimbangan, tergantung parameter yang dipilih. 
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Bukti. Bukti ini terdiri dari beberapa langkah. Pertama, kita mempertimbangkan kasus 

𝑁 = 1  dan menunjukkan bahwa kasus tersebut memiliki satu titik kesetimbangan. 

Kemudian dibangun polinomial derajat 𝑁 + 1 dan menunjukkan bahwa jumlah akar real 

positif merupakan batas atas jumlah titik keseimbangan. Selanjutnya, digunakan Lema 1 

dan Lema 2 untuk menemukan metode yang memberikan jumlah titik kesetimbangan 

untuk setiap 𝑁. Akhirnya, diterapkan metode ini untuk 𝑁 = 2, dan ditemukan bahwa 

terdapat nilai parameter di mana terdapat tiga titik kesetimbangan. 

 

Misalkan 𝑁 = 1 . Sekali lagi, lihat persamaan (3) dan (4) terlebih dahulu, kemudian 

menerapkan hasil yang ditemukan pada persamaan (5), lalu (6), dan akhirnya persamaan 

(1) dan (2) secara bersamaan. Persamaan (4) memberikan 
𝑑𝑆𝑛

𝑑𝑡
= 0 jika 𝑁 =

𝛽𝑆𝑆𝑛

𝑘
, yang 

dapat disubstitusikan ke dalam persamaan (3). 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 0 menghasilkan persamaan berikut: 

 
𝛽 + 𝑘

𝑘
𝛽𝑆𝑆𝑛

2 + (
𝛽 + 𝑘

𝑘
𝛽𝑆𝑆𝑛

0 − 𝜆)𝑆𝑛 − 𝑁0𝑆𝑛
0 = 0. 

Di sini dapat dengan mudah dilihat bahwa diskriminan harus positif murni, artinya 

persamaan ini memiliki dua akar real dan tidak ada akar kompleks. Selain itu, −𝑁0𝑆𝑛
0 <

0, yang menunjukkan bahwa hasil kali akar-akarnya negatif. Oleh karena itu, terdapat 

tepat 1 akar real negatif dan tepat 1 akar real positif. Karena 𝑆𝑛 selalu positif, semua titik 

kesetimbangan harus memiliki nilai 𝑆𝑛 yang positif, sehingga semua titik keseimbangan 

memiliki nilai 𝑆𝑛 yang sama. 

 

Dengan nilai ini, kita dapat langsung menghitung 𝑁, 𝑅2, dan 𝑆𝑣 secara berurutan. Dengan 

memasukkan nilai 𝑆𝑛 dan 𝑆𝑣 ke dalam persamaan (1) dan (2), nilai 𝐻𝐷 dan 𝐻𝐽 menjadi 

tetap. 
𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 0 menghasilkan 

𝐽 =
𝐽0𝐻𝐽

𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑑𝐷
. 

Substitusi nilai ini ke dalam 
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 0 menghasilkan persamaan kuadrat sebagai berikut: 

(𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡)𝑘𝑑𝐷2 + ((𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡)(𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡) − 𝐷0𝐻𝐷𝑘𝑑 + 𝐽0𝐻𝐽𝑘𝑑)𝐷 −

𝐷0𝐻𝐷(𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡) = 0. 

 

Perhatikan bahwa diskriminan bersifat positif murni, dan bahwa hasil kali kedua akar 

tersebut negatif, sehingga ada 1 solusi real positif dan 1 solusi real negatif. Hal ini 

menunjukkan bahwa hanya ada 1 titik kesetimbangan untuk 𝑁 = 1. Satu hal yang dapat 

diperhatikan adalah bahwa semua perhitungan kecuali yang pertama tidak bergantung 

pada 𝑁, sehingga jumlah titik kesetimbangan persis sama dengan jumlah nilai 𝑆𝑛 dalam 

titik-titik kesetimbangan tersebut. 

 

Misalkan 𝑁  sebarang. Terlihat bahwa dari 
𝑑𝑆𝑛

𝑑𝑡
= 0 , diperoleh 𝑁 =

𝛽𝑆𝑆𝑛

𝑘
.  Dengan 

memasukkan itu ke dalam 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 0 sekarang diperoleh polinomial berikut: 

𝑆𝑛
𝑛𝑁+1

−
𝜆𝑁0𝑘

(𝛽 + 𝑘)𝛽𝑆
𝑆𝑛

𝑛𝑁 + (𝑆𝑛
0)𝑛𝑁𝑆𝑛 −

𝑁0𝑘(𝑆𝑛
0)𝑛𝑁

(𝛽 + 𝑘)𝛽𝑆
= 0. (7) 
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Polinom pada persamaan (7) adalah polinomial derajat 𝑁 + 1, dan jumlah solusi real 

positif yang unik setidaknya sama dengan jumlah titik kesetimbangan model tersebut. 

Ada kemungkinan bahwa sebagian dari titik-titik keseimbangan tersebut berada di luar 

batas yang diperoleh sebelumnya, itulah sebabnya batas ini hanya merupakan batas atas. 

Untuk alasan notasi, ditulis ulang persamaan ini sebagai berikut: 

𝑆𝑛
𝑛+1 − 𝑏𝜆𝑆𝑛

𝑛 + 𝑐𝑆𝑛 − 𝑏𝑐 = 0. 
Namun, 𝑏 dan 𝑐 adalah parameter yang pasti positif. Di sini dapat digunakan Lema 1. 

Secara langsung, hal ini menunjukkan bahwa persamaan ini hanya dapat memiliki 1 atau 

3 akar real positif untuk setiap N ≥ 2. Hal ini juga menunjukkan bahwa persamaan tersebut 

selalu tidak memiliki akar real negatif jika N ganjil dan 1 akar real negatif jika N genap. 

Ini berarti bahwa untuk setiap N, diskriminan ∆ menghasilkan informasi tepat berapa 

banyak akar real positif yang dimiliki polinomial ini. Sekarang dilihat diskriminan untuk 

N = 2: 

Misalkan N = 2. Maka tidak ada akar real negatif. Diskriminan diberikan sebagai 

Δ = 𝜆2𝑏2𝑐2 − 4𝑐3 − 4𝜆3𝑏4𝑐 − 27𝑏2𝑐2 + 18𝜆𝑏2𝑐2 

= 𝑐(−4𝑐2 + (𝜆2 + 18𝜆 − 27)𝑏2𝑐 − 4𝜆3𝑏4).     
Jika ∆> 0, persamaan tersebut memiliki tepat 3 akar real positif, yang berarti terdapat 

paling banyak 3 titik keseimbangan. Jika ∆ = 0, terdapat akar ganda, yang dalam hal ini 

berarti kita memiliki tepat 3 akar real positif, termasuk kelipatannya. Hal ini 

menghasilkan 1 atau 2 titik kesetimbangan. Jika ∆ < 0, kita hanya memiliki 1 solusi real 

positif, sehingga terdapat tepat 1 titik keseimbangan. Kita menunjukkan bahwa ketiga 

opsi tersebut ada dalam analisis bifurkasi dalam subbab setelah ini. 

Dengan menggunakan metode yang dijelaskan dalam pembuktian, dapat juga ditunjukkan 

bahwa untuk pilihan λ tertentu, dapat ada lebih banyak N sehingga terdapat satu titik 

keseimbangan yang unik. Misalnya, untuk λ = 4, yang menjadi nilai λ yang diasumsikan 

selama simulasi, dapat ditunjukkan bahwa terdapat satu titik keseimbangan yang unik 

untuk N ≤ 4 untuk semua nilai parameter. 

 

2.1.2 Analisis Bifurkasi 

Pada Gambar 2(a), dapat dilihat garis-garis nullclines dari 𝑁 dan 𝑆𝑛. Oleh karena 

itu, titik-titik potong tersebut merupakan titik-titik kesetimbangan sistem. Dua titik di 

bagian luar bersifat stabil, sedangkan titik di tengah bersifat tidak stabil. Biasanya, nilai 

𝑆𝑣 digunakan untuk menunjukkan apakah suatu sel merupakan sel ujung atau sel batang, 

tetapi di sini kita melihat 𝑆𝑛. Kita telah menunjukkan bahwa jika kita memiliki nilai 

𝑆𝑛  pada salah satu titik keseimbangan, kita dapat menghitung nilai 𝑆𝑣  pada titik 

kesetimbangan tersebut, dan nilai tersebut unik. Jadi, kita juga dapat melihat 𝑆𝑛 untuk hal 

ini. 

Gambar 2(b) menunjukkan bagaimana jumlah titik kesetimbangan berubah, 

berdasarkan nilai 𝐷𝑒𝑥𝑡. Untuk 𝐷𝑒𝑥𝑡 < 855.988, kita memiliki 1 titik kesetimbangan, untuk 

𝐷𝑒𝑥𝑡 = 855.988 kita memiliki 2, untuk 855.988 < 𝐷𝑒𝑥𝑡 < 2084.071 kita memiliki 3, untuk 

𝐷𝑒𝑥𝑡 = 2084.071 kita memiliki 2, dan untuk 𝐷𝑒𝑥𝑡 > 2084.071 kita memiliki 1 lagi. 

 



 

 

 MILANG J. Math. Appl. Vol. 22 No. 1 pp. 63-84 69 

 
(a) (b) 

Gambar 2: (a): garis nullclines {𝑁, 𝑆𝑛 } untuk nilai parameter 𝑆𝑛
0 = 200 , 𝑁0 = 100 , 

𝑘𝑡𝐷  =  5.0 ⋅ 10−5, 𝑘𝑡𝐽  =  5.0 ⋅ 10−10, 𝛽 =  0.1, 𝜆𝑁 = 5, 𝑛 = 6, 𝐷𝑒𝑥𝑡 = 𝐽𝑒𝑥𝑡 = 1000. 

(b): Nilai 𝐷𝑒𝑥𝑡 memengaruhi jumlah titik kesetimbangan. Di luar kedua garis putus-putus 

hanya terdapat 1 titik kesetimbangan untuk nilai 𝐷𝑒𝑥𝑡  yang diberikan, di atas garis 

terdapat 2 titik kesetimbangan, dan di antara kedua garis terdapat 3. Di luar nilai 𝐷𝑒𝑥𝑡, 

semua nilai parameter dalam gambar ini sama dengan pada (a). Analisis ini dilakukan 

dengan paket Matlab Matcont [4]. 

 

2.1.3 Kekonvergenan 

Untuk saat ini, mari kita ambil 𝑁 = 1 . Sekarang kita memiliki satu titik 

keseimbangan untuk setiap pilihan nilai parameter. Kita menunjukkan bahwa titik 

keseimbangan ini konvergen secara global. Untuk itu, pertama kita melihat bahwa titik 

kesetimbangan tersebut stabil secara lokal: 

 

Preposisi 2. Untuk 𝑛𝑁 = 1, titik kesetimbangan unik pada model ini bersifat stabil lokal.  
 

Bukti. Secara umum, untuk membuktikan stabilitas lokal adalah dengan mengamati nilai 

eigen dari matriks Jacobi. Jika semua nilai eigen terletak sepenuhnya di dalam titik 

kesetimbangan, hal ini menunjukkan bahwa titik keseimbangan tersebut stabil secara 

lokal. Kita menyederhanakan matriks Jacobi untuk memudahkan perhitungan: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
−𝑎11 −𝑎12 0 0 0 (𝜆𝑆 − 1)𝑎16

−𝑎21 −𝑎22 0 (𝜆𝑆 − 1)𝑎24 0 0

0 0 −𝑎23 (𝜆𝑁 − 1)𝑎34 0 0
0 0 𝑎43 −𝑎44 0 0
0 0 0 −𝑎54 −𝑎55 0
0 0 0 0 𝑎65 −𝑎66 ]

 
 
 
 
 

. 

Di matriks ini, semua koefisien 𝑎𝑖𝑗 positif. Penghitungan nilai eigen diperoleh dari  solusi 

persamaan karakteristik det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0. Berikut adalah persamannya: 

[
 
 
 
 
 
−𝑎11 − 𝜆 −𝑎12 0 0 0 (𝜆𝑆 − 1)𝑎16

−𝑎21 −𝑎22 − 𝜆 0 (𝜆𝑆 − 1)𝑎24 0 0

0 0 −𝑎23 − 𝜆 (𝜆𝑁 − 1)𝑎34 0 0
0 0 𝑎43 −𝑎44 − 𝜆 0 0
0 0 0 −𝑎54 −𝑎55 − 𝜆 0
0 0 0 0 𝑎65 −𝑎66 − 𝜆 ]

 
 
 
 
 

= 0. 

Sebelum kita hitung persamaan di atas, kita ingat bahwa kita dapat mencari solusi dari 

baris ke-3 dan 4 bersama-sama, yang memberi kita baris ke-5 dan 6, dan selanjutnya kita 
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bisa menghitung baris ke-1 dan 2 bersama-sama juga. Maka, kita dapat menulis ulang 

persamaan tersebut menjadi: 

[
 
 
 
 
 
−𝑎11 − 𝜆 −𝑎12 0 0 0 0

−𝑎21 −𝑎22 − 𝜆 0 0 0 0

0 0 −𝑎23 − 𝜆 (𝜆𝑁 − 1)𝑎34 0 0
0 0 𝑎43 −𝑎44 − 𝜆 0 0
0 0 0 0 −𝑎55 − 𝜆 0
0 0 0 0 0 −𝑎66 − 𝜆]

 
 
 
 
 

= 0. 

Sehingga, nilai eigen yang kita peroleh adalah solusi dari persamaan karakteristik berikut: 

(𝜆 + 𝑎66)(𝜆 + 𝑎55)((𝜆 + 𝑎33)(𝜆 + 𝑎44) − (𝜆𝑁 − 1)𝑎34𝑎43)((𝜆 + 𝑎11)(𝜆 + 𝑎11)

− 𝑎12𝑎21) = 0. 

Persamaan ini menghasilkan 6 nilai eigen: 

𝜆 = −𝑎66, 

𝜆 = −𝑎55, 

𝜆2 + (𝑎44 + 𝑎33)𝜆 + 𝑎33𝑎44 − (𝜆𝑁 − 1)𝑎34𝑎43 = 0, 

𝜆2 + (𝑎11 + 𝑎22)𝜆 + 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 = 0.  

Dua nilai eigen pertama selalu bernilai negatif. Dua nilai eigen terakhir memiliki 2 solusi 

negatif jika dan hanya jika 𝑎11𝑎22 > 𝑎12𝑎21. Jika kita substitusikan kembali kedua nilai 

ini, kita peroleh (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑑𝐽)(𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑑𝐷) − 𝑘𝑑
2𝐷𝐽 > 0 , yang mana 

selalu benar. Nilai eigen ketiga juga selalu memberi 2 solusi negatif jika dan hanya jika 

𝑎33𝑎44 > (𝜆𝑁 − 1)𝑎34𝑎43 . Substitusikan kembali nilai tersebut sehingga dapatkan 

batasan sebagai berikut: 

𝛽𝑆(𝛽 + 𝑘) > (𝜆𝑁 − 1)
𝑁0𝑆𝑛

0

(𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0)2

, 

𝛽𝑆 >
𝑘𝑁0

(𝛽 + 𝑘)
 
(𝜆𝑁 − 1)𝑆𝑛

0

(𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0)2

. 

Hal ini mungkin tidak langsung terlihat, tetapi memang benar. Untuk membuktikannya, 

kita dapat kembali ke persamaan (3) dan (4). Di sini kita dapat menyamakan kedua 

persamaan tersebut dengan 0 lagi, dan kita peroleh: 

𝛽𝑆 =
𝑘𝑁0

(𝛽 + 𝑘)
 
𝐻

𝑆𝑛
. 

Perhatikan pertidaksamaan berikut: 

(𝜆𝑁 − 1)𝑆𝑛
0

𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0 <

𝜆𝑁𝑆𝑛
0

𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0 < 𝜆𝑁 <

𝜆𝑁𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0

𝑆𝑛
⟹ 

(𝜆𝑁 − 1)𝑆𝑛
0

(𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0)2

<
𝜆𝑁𝑆𝑛 + 𝑆𝑛

0

𝑆𝑛(𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
0)

=
𝐻

𝑆𝑛
. 

Demikianlah pembuktian ini, yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan tersebut 

stabil lokal tanpa syarat. 

  

Hal ini membuktikan stabilitas lokal, tetapi kita juga ingin membuktikan 

konvergensi global. Pada sistem dua dimensi, salah satu teorema yang berguna adalah 

Teorema Poincaré-Bendixson, yang dalam versi sederhananya berbunyi: 

 

Lema 3. (Poincaré-Bendixson). Setiap lintasan dari persamaan diferensial biasa (PDB) 

di himpunan terbuka pada bidang hanya memiliki tiga kemungkinan pola batas: 

1) Konvergen ke titik kesetimbangan yang stabil, 
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2) Menjadi periodik, atau 

3) Divergen. 

 

Kita tidak memiliki PDB di bidang, sehingga lema ini belum dapat membantu kita secara 

langsung. Namun, kita hanya memiliki subsistem berdimensi 1 dan 2. Untuk saat ini, kita 

dapat menggunakan lema ini pada subsistem {𝑆𝑛, 𝑁}. 
 

Preposisi 3. Setiap lintasan dalam subsistem {𝑆𝑛, 𝑁} secara global konvergen ke suatu 

titik keseimbangan sistem. 
 

Bukti. Berdasarkan Lema 3, semua lintasan konvergen, bersifat periodik, atau divergen. 

Karena sistem ini terbatas, lintasan tidak mungkin divergen. Jadi, yang perlu kita buktikan 

hanyalah bahwa tidak mungkin ada lintasan periodik. Di sini kita menggunakan teorema 

Bendixson-Dulac: 

 

Lema 4 (Bendixson-Dulac). Untuk PDB 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦). 

Jika terdapat 𝐶1  fungsi 𝜑(𝑥, 𝑦)  sedemikian sehingga 
𝑑𝜑𝑓

𝑑𝑥
 +

𝑑𝜑𝑔

𝑑𝑦
 memiliki tanda yang 

sama hampir di mana-mana, maka persamaan diferensial biasa tersebut tidak memiliki 

orbit periodik. 

 Ambil 𝜑 = 1.  Perhitungan cepat menunjukkan bahwa 
𝑑𝑓

𝑑𝑁
 +

𝑑𝑔

𝑑𝑆𝑛
= −𝛽 −

𝑘𝑡𝐷𝐷𝑒𝑥𝑡 − 𝑘𝑡𝐽𝐽𝑒𝑥𝑡 − 𝛽𝑆 < 0 , yang membuktikan bahwa tidak mungkin ada solusi 

periodik. Oleh karena itu, berdasarkan Lema 3, subsistem {𝑆𝑛, 𝑁}  harus konvergen  

global ke suatu titik keseimbangan. 

 

Teorema 2. Setiap lintasan pada model tersebut konvergen secara global ke suatu titik 

kesetimbangan sistem. 
 

Bukti. Pembahasan selanjutnya menggunakan Teorema Apit, yang menyatakan bahwa 

jika suatu fungsi kontinu 𝑓 dibatasi oleh dua fungsi lain yang konvergen ke titik yang 

sama, maka 𝑓  juga konvergen ke titik tersebut. Hal ini juga memerlukan teorema 

perbandingan: 

 

Lema 5. (Teorema Perbandingan). Untuk masalah Cauchy: 

𝑥𝑖̇ = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥1 …𝑥𝑛), 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥𝑖
0, 𝑖 = 1…𝑛, 

dan 

𝑦𝑖̇ = 𝑔𝑖(𝑡, 𝑦1 …𝑦𝑛), 𝑦𝑖(𝑡0) = 𝑦𝑖
0, 𝑖 = 1 …𝑛, 

solusi dari kedua masalah tersebut memiliki sifat 𝑥𝑖(𝑡) ≥ 𝑦𝑖(𝑡), jika pertidaksamaan 

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥1 …𝑥𝑛) ≥ 𝑔𝑖(𝑡, 𝑦1 …𝑦𝑛), 
𝑥𝑖

0 ≥ 𝑦𝑖
0, 𝑖 = 1…𝑛, 

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

≥ 0, 𝑖, 𝑗 = 1…𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗 

terpenuhi. 



 

 

72 B. Masulah 

 Dari lemma sebelumnya, kita tahu bahwa nilai 𝑆𝑛(𝑡) konvergen secara global ke 

titik ekuilibriumnya 𝑆𝑛
∗  saat t → ∞. Definisi konvergensi menyatakan bahwa untuk setiap 

𝜖 > 0, terdapat suatu 𝑇, yang mana untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑇, kita dapatkan 𝑆𝑛
∗ − 𝜖 ≤ 𝑆𝑛(𝑡) ≤

𝑆𝑛
∗ + 𝜖. Sekarang kita mengambil kedua batas tersebut dan mensubstitusikannya ke dalam 

persamaan (5). Persamaan diferensial ini kini berdimensi satu, dan dapat diselesaikan. 

Solusinya adalah                                                                                                                                                             

𝑅2,±𝜖(𝑡) = 𝑒−(𝛽+𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡)𝑡 +
𝐻(𝑆𝑛

∗ ± 𝜖)

𝛽 + 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡
. 

Dapat dilihat bahwa peningkatan nilai 𝑆𝑛 menurunkan nilai 𝐻 dalam kasus ini, karena 

kita tahu bahwa 𝜆𝑅 < 1. Hal ini tidak wajib, tetapi membantu dalam penulisan notasi. 

Teorema Perbandingan kini menunjukkan bahwa solusi persamaan (5) juga dibatasi oleh 

solusi persamaan diferensial batas atas dan bawah, sehingga diperoleh: 

𝑒−(𝛽+𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡)𝑡 +
𝐻(𝑆𝑛

∗ + 𝜖)

𝛽 + 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡
≤ 𝑅2(𝑡) ≤ 𝑒−(𝛽+𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡)𝑡 +

𝐻(𝑆𝑛
∗ − 𝜖)

𝛽 + 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡
. 

Akhirnya, kita ambil batas ketika 𝜖 → 0 . Ini berarti 𝑇 → ∞ , sehingga 𝑡 →  ∞  juga. 

Dengan menggunakan teorema apit, hal ini menunjukkan bahwa 

𝑅2 →
𝐻(𝑆𝑛

∗)

𝛽 + 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡
, 

sehingga ia juga konvergen global. 

Bukti bahwa 𝑆𝑣 konvergen sepenuhnya mirip. Oleh karena itu, kita melanjutkan ke dua 

persamaan terakhir. Di sini kita juga tahu bahwa untuk setiap 𝜖 > 0  terdapat 𝑇  lain 

sedemikian hingga untuk semua 𝑡 ≥ 𝑇  pertidaksamaan-pertidaksamaan berikut 

terpenuhi: 

𝑆𝑛
∗ − 𝜖 ≤ 𝑆𝑛(𝑡) ≤ 𝑆𝑛

∗ + 𝜖 

𝑆𝑣
∗ − 𝜖 ≤ 𝑆𝑣(𝑡) ≤ 𝑆𝑣

∗ + 𝜖 

Sayangnya, sistem persamaan yang dihasilkan masih belum dapat diselesaikan. Namun, 

kini sistem tersebut berada di bidang datar, sehingga kita dapat kembali menggunakan 

Lema 3. Sistem persamaan ini konvergen global jika persamaannya terbatas dan tidak 

dapat bersifat periodik. Kita telah membuktikan keterbatasan tersebut dan membuktikan 

bahwa tidak ada solusi periodik. Kita kembali menggunakan Lema 4. Dengan mengambil 

𝜑 = 1, kita menghitung bahwa 
𝑑𝑓

𝑑𝐷
 +

𝑑𝑔

𝑑𝐽
= −(𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡 − 𝑘𝑑𝐽) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡 − 𝑘𝑑𝐷) < 0. 

Maka subsistem {𝐷, 𝐽} juga konvergen global. 

 

2.2 Simulasi 

Setelah memiliki landasan matematis yang cukup mengenai model ini, selanjutnya 

dapat melakukan simulasi. Stepanova et al.[5] meneliti model subseluler serupa, dan di 

sini kami mengadopsi sebagian besar nilai parameter yang mereka gunakan. Makalah 

tersebut tidak membahas heterodimerisasi, maupun pengaruh ligan Jagged, sehingga 

kami harus menentukan beberapa nilai realistis untuk hal-hal tersebut. Misalnya, ligan 

Jagged sangat mirip dengan ligan Delta, sehingga kami mengasumsikan bahwa nilai 

parameter keduanya sama. Satu-satunya pengecualian adalah bahwa sinyal Jagged/Notch 

telah terbukti sangat lemah dibandingkan dengan sinyal Delta/Notch [1], sehingga kami 

menetapkan 𝑘𝑡𝐽 << 𝑘𝑡𝐷 . Tabel A.2 di Lampiran menunjukkan semua nilai parameter 

yang digunakan selama simulasi. 
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Gambar 3. Pada kedua gambar tersebut ditampilkan simulasi model satu sel. 𝑆𝑣 

menentukan sel mana yang merupakan sel ujung dan sel mana yang merupakan sel batang. 

Pada gambar-gambar ini, (a) adalah sel batang karena nilai 𝑆𝑣 rendah dan (b) adalah sel 

ujung karena nilai 𝑆𝑣  tinggi. Keduanya memiliki nilai parameter normal, tetapi (a) 

memiliki 𝐷𝑒𝑥𝑡 = 2000, 𝑁𝑒𝑥𝑡 = 2 dan (b) memiliki 𝐷𝑒𝑥𝑡 = 2, 𝑁𝑒𝑥𝑡 = 2000. 

 

2.3 Interpretasi Simulasi 

Dari penelitian sebelumnya [6] kita mengetahui bahwa jika sebuah sel memiliki 

aktivitas VEGF yang tinggi (𝑆𝑣), sel tersebut menjadi sel ujung, dan jika aktivitas VEGF-

nya sangat rendah, sel tersebut tetap menjadi sel batang. Hal ini setara dengan adanya 

aktivitas Notch yang tinggi (𝑆𝑛). Kita dapat melihat kedua hal ini terjadi dalam simulasi. 

Pada Gambar 3(a) terlihat bahwa jumlah VEGF yang diaktifkan menurun drastis ketika 

𝐷𝑒𝑥𝑡 tinggi. Ini berarti bahwa jika sel tetangga adalah sel ujung, sel tersebut menghasilkan 

lebih banyak ligan Delta, yang membuat sel-sel di sekitarnya kurang mungkin menjadi 

sel ujung. Pada Gambar 3(b) kita melihat hal sebaliknya juga terjadi: Jumlah VEGF yang 

diaktifkan meningkat ketika 𝑁𝑒𝑥𝑡 tinggi, sehingga jika sel tetangga adalah sel batang, ia 

menghasilkan lebih banyak ligan Notch, yang membuat sel-sel di sekitarnya kurang 

mungkin menjadi sel batang. Kami juga mempertimbangkan efek heterodimerisasi pada 

simulasi ini. Dari analisis matematis yang kami lakukan, kami tahu bahwa 

heterodimerisasi seharusnya tidak berpengaruh pada hal ini. Kami dapat menghitung nilai 

𝑆𝑛  dan 𝑆𝑣  dalam keseimbangan bahkan sebelum melihat ligan Delta dan Jagged. 

Simulasi mengonfirmasi hal ini, grafiknya persis sama seperti pada Gambar 3. 

 

3 Model Multiseluler 

Dalam model sel tunggal, kita mengamati satu sel secara terpisah dan 

mengasumsikan bahwa nilai-nilai eksternal tetap konstan. Hal ini tentu saja tidak 

sepenuhnya realistis. Oleh karena itu, kita dapat memperluas model tersebut untuk 

mengamati beberapa sel secara bersamaan. Kita menggunakan model yang sama seperti 

sebelumnya: 
𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝐷0𝐻(𝑆𝑣, 𝑆𝑣

0, 𝜆𝐷 , 𝑛𝐷) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝑁𝑒𝑥𝑡)𝐷 − 𝑘𝑑𝐷𝐽,  (9) 
𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 𝐽0𝐻(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

0, 𝜆𝐽, 𝑛𝐽) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐽𝑁𝑒𝑥𝑡)𝐽 − 𝑘𝑑𝐷𝐽,  (10) 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑁0𝐻(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

0, 𝜆𝑁 , 𝑛𝑁) − (𝛽 + 𝑘𝑡𝐷𝐷𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑡𝐽𝐽𝑒𝑥𝑡)𝑁,  (11) 
𝑑𝑆𝑛

𝑑𝑡
= (𝑘𝑡𝐷𝐷𝑒𝑥𝑡 + 𝑘𝑡𝐽𝐽𝑒𝑥𝑡)𝑁 − 𝛽𝑆𝑆𝑛,  (12) 
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𝑑𝑅2

𝑑𝑡
= 𝑅0𝐻(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

0, 𝜆𝑅 , 𝑛𝑅) − (𝛽 + 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡)𝑅2,  (13) 
𝑑𝑆𝑣

𝑑𝑡
= 𝑘𝑣𝑉𝑒𝑥𝑡𝑅2 − 𝛽𝑆𝑆𝑣.  (14) 

 

Namun, kali ini, 𝐷𝑒𝑥𝑡, 𝐽𝑒𝑥𝑡, dan 𝑁𝑒𝑥𝑡 tidak diasumsikan konstan. PDB ini diterapkan pada 

kisi sel, dan kita menetapkan 𝐷𝑒𝑥𝑡 = ∑
𝐷𝑖

𝑟

𝑟
𝑖=1 , 𝐽𝑒𝑥𝑡 = ∑

𝐽𝑖

𝑟

𝑟
𝑖=1 , dan 𝑁𝑒𝑥𝑡 = ∑

𝑁𝑖

𝑟

𝑟
𝑖=1  di mana 

𝐷𝑖, 𝐽𝑖, dan 𝑁𝑖 adalah nilai dari 𝐷, 𝐽, dan 𝑁 masing-masing pada sel 𝑖, yang merupakan sel 

tepi dari sel yang kita amati, dan 𝑟  adalah jumlah sel tepi yang dimiliki sel 𝑖 . Jika 

sistemnya berupa garis, 𝑟 = 2 . Jika berupa kisi persegi, 𝑟 = 4 , dan jika berupa kisi 

heksagonal, 𝑟 = 6. 

 

3.1 Analisis Model 

Jika kita mengasumsikan bahwa kita hanya memiliki dua sel yang saling 

berbatasan, kita mendapatkan sistem yang terdiri dari 12 persamaan. Sebelumnya, kita 

dapat menganalisis subsistem yang terpisah dari bagian sistem lainnya. Namun, bahkan 

dengan hanya dua sel, pendekatan ini sudah tidak berlaku. Semua persamaan saling 

terkait, sehingga kita tidak dapat melakukan banyak analisis seperti yang kita lakukan 

sebelumnya. Dari simulasi, kita melihat bahwa terdapat beberapa titik kesetimbangan, 

bahkan untuk 𝑁 = 1 . Oleh karena itu, kita mencoba mendapatkan hasil berdasarkan 

simulasi. 

Ada beberapa hal yang ingin kita perhatikan selama simulasi. Boareto et al.[6] 

menyimpulkan bahwa ligan Jagged dan Delta memiliki efek berlawanan terhadap jumlah 

sel ujung yang dihasilkan. Jika hal ini juga kita temukan dalam model kita, kita dapat 

menunjukkan bahwa heterodimerisasi adalah cara yang mungkin untuk memodelkan efek 

ini. 

Collier et al.[7] menggunakan model yang berbeda dari yang kami gunakan di sini, 

dan salah satu simulasi mereka tampaknya menunjukkan bahwa pembentukan sel ujung 

terjadi dari luar ke dalam. Hal ini tampaknya tidak realistis, jadi kami memodelkan efek 

ini juga, dan kemudian menghubungkan dua sel terluar untuk membuatnya lebih realistis. 

Hal ini menciptakan permukaan cincin, yang masuk akal untuk permukaan silinder 

pembuluh darah. 

Namun, bahkan seleksi yang seragam pun mungkin tidak sepenuhnya realistis. 

Karena ada sekelompok sel yang menghasilkan VEGF bagi pembuluh darah untuk 

membentuk sel ujung, sebagian VEGF tersebut dapat mengalami degradasi seiring waktu, 

sehingga sel-sel di bagian tengah menerima lebih banyak VEGF dan sel-sel di bagian luar 

menerima lebih sedikit. Hal ini dapat menyebabkan konvergensi terjadi dari bagian dalam 

menuju tepi. Kami menambahkan suatu istilah untuk memodelkan degradasi VEGF dan 

melihat bagaimana hal itu memengaruhi proses seleksi sel ujung. Gagasan ini sejalan 

dengan fakta bahwa mRNA VEGF pada dasarnya tidak stabil. Memang mRNA tersebut 

menjadi stabil di lingkungan hipoksia, seperti yang ditunjukkan oleh Dibbens et al.[8], 

namun area yang lebih jauh dari sel penghasil seharusnya kurang hipoksia. 

Terakhir, kami juga mengubah bentuk sel yang kami amati untuk melihat 

bagaimana hal itu memengaruhi simulasi. Pertama, kami mengamati barisan 50 sel, 

kemudian kisi 7x7 sel dalam pola heksagonal. 
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3.2 Simulasi dan Interpretasi Model 

Pada semua grafik, kami menggambar nilai 𝑆𝑣 secara vertikal. Jika sebuah sel memiliki 

nilai 𝑆𝑣 yang lebih tinggi daripada ambang batas yang belum diketahui [9], sel tersebut 

menjadi sel ujung, dan jika nilainya di bawah ambang batas tersebut, sel tersebut menjadi 

sel batang. 

 

3.2.1 Simulasi standar 

 
(a) (b) (c) 

 
(d) (e) (f) 

Gambar 4. Dalam simulasi ini, kita melihat pola bergantian antara sel ujung dan sel 

batang, dengan konvergensi yang terjadi dari luar ke dalam. Hal ini disebabkan oleh 

batas yang tetap dan dihilangkan dalam simulasi selanjutnya. (a) pada t = 0, (b) pada t = 

60, (c) pada t = 120, (d) pada t = 180, (e) pada t = 240, dan (f) pada t = 300.  

 
(a) (b) (c) 

Gambar 5. Di sini 𝑘𝑑 = 0, sehingga kami menghilangkan proses heterodimerisasi dari 

model ini. Akibatnya, kita dapat melihat bahwa seluruh simulasi gagal, yang 

menunjukkan bahwa heterodimerisasi sangat penting dalam menghasilkan pola 

bergantian pada model ini. (a) pada t = 0, (b) pada t = 60, dan (c) pada t = 120. 

 

Untuk menyelidiki pengaruh heterodimerisasi Delta/Jagged terhadap seleksi sel ujung, 

kami mensimulasikan barisan yang terdiri dari 50 sel. Ide ini mirip dengan simulasi yang 

dilakukan oleh Collier et al.[7], dan hasilnya, seperti yang dapat dilihat pada Gambar 4, 

serupa dengan hasil simulasi tersebut. Hal ini mencakup konvergensi dari luar ke dalam 

yang ditemukan dalam simulasi tersebut, yang disebabkan oleh penetapan sel-sel luar 

sebagai batas yang tepat. Untuk menunjukkan bahwa heterodimerisasi sangat penting 
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dalam model ini, kami juga melakukan simulasi yang sama, tetapi dengan 𝑘𝑑  = 0, 

sehingga tanpa istilah heterodimerisasi. Hasil pada Gambar 5 menunjukkan bahwa 

seluruh simulasi gagal tanpa heterodimerisasi, yang menunjukkan bahwa model tersebut 

memerlukan beberapa efek untuk menciptakan pola bergantian, dan heterodimerisasi 

Delta/Jagged merupakan efek yang memadai. 

 

3.2.2 Pengaruh nilai Delta/Jagged yang tinggi/rendah terhadap pembentukan sel 

ujung 

  
Gambar 6. Di sebelah kiri, 𝐷0 = 1 untuk memaksa sel-sel tersebut memiliki jumlah ligan 

Delta yang rendah; di sebelah kanan, 𝐷0  = 10.000 untuk memaksa sel-sel tersebut 

memiliki jumlah ligan Delta yang tinggi. Simulasi standar menggunakan 𝐷0 = 800. 

 
(a)           (b) 

Gambar 7. Di sebelah kiri, nilai 𝐽0  = 1 digunakan untuk memaksa sel-sel tersebut 

memiliki jumlah ligan Jagged yang rendah, sedangkan di sebelah kanan, nilai 𝐽0 = 10.000 

digunakan untuk memaksa sel-sel tersebut memiliki jumlah ligan Jagged yang tinggi. 

Simulasi standar menggunakan nilai 𝐽0 = 800. 

Di sini kami mempelajari pengaruh ligan Delta dan Jagged terhadap seleksi sel 

ujung dengan cara secara artifisial meningkatkan atau menurunkan jumlah ligan Delta 

dan Jagged dalam sebuah simulasi. Kami juga mengamati pengaruh heterodimerisasi 

Delta/Jagged terhadap hal ini dengan mengulangi simulasi dengan 𝑘𝑑 = 0. Pada Gambar 

6 dan 7, kami memaksa nilai Delta atau Jagged menjadi sangat tinggi atau sangat rendah 

untuk menunjukkan bahwa keduanya memiliki efek yang berlawanan dalam model kami. 

Jumlah ligan Delta yang rendah dan jumlah ligan Jagged yang tinggi keduanya 

menyebabkan setiap sel menjadi sel ujung, sedangkan sebaliknya, jumlah ligan Delta 

yang tinggi dan jumlah ligan Jagged yang rendah menyebabkan tidak ada sel yang 

menjadi sel ujung. Namun, tanpa heterodimerisasi pada Gambar 8 dan 9, Jagged tidak 

lagi memengaruhi simulasi. Dalam model ini, hal ini dapat dijelaskan karena Delta 

menghambat VEGF, yang bekerja secara independen dari heterodimerisasi, sedangkan 

Jagged pada dasarnya hanya menghambat Delta melalui heterodimerisasi. Hasil ini sesuai 
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dengan hasil sebelumnya dari makalah oleh Boareto et al. [6], sehingga ini sekali lagi 

menunjukkan bahwa model kami masuk akal. 

 

 
Gambar 8: Di sebelah kiri, nilai 𝐷0  = 1 digunakan untuk memaksa sel-sel tersebut 

memiliki jumlah ligan Delta yang rendah, sedangkan di sebelah kanan, nilai 𝐷0 = 10.000 

digunakan untuk memaksa sel-sel tersebut memiliki jumlah ligan Delta yang tinggi. 

Simulasi standar menggunakan nilai 𝐷0 = 800. Proses heterodimerisasi telah dihilangkan, 

namun hal ini tidak memengaruhi gambar secara signifikan. 

 
Gambar 9: Di sebelah kiri, nilai 𝐽0  = 1 digunakan untuk memaksa sel-sel tersebut 

memiliki jumlah ligan Jagged yang rendah, sedangkan di sebelah kanan, nilai 𝐽0 = 10.000 

digunakan untuk memaksa sel-sel tersebut memiliki jumlah ligan Jagged yang tinggi. 

Simulasi standar menggunakan nilai 𝐽0  = 800. Sekali lagi, proses heterodimerisasi 

dihilangkan, yang berdampak signifikan. Dalam model kami, Jagged tidak memengaruhi 

seleksi sel ujung jika proses heterodimerisasi diabaikan. 

  

3.2.3 Simulasi dengan sel-sel eksternal yang terhubung 

Salah satu hal yang kami amati sebelumnya adalah bahwa sel-sel bagian luar 

bersifat khusus karena kami menjadikannya sebagai batas yang tegas. Hal ini tidak 

realistis, sehingga dalam simulasi ini kami mencoba mengatasi masalah tersebut dengan 

menghubungkan dua sel terluar. Hal ini menciptakan struktur berbentuk cincin, yang 

dapat diibaratkan sebagai penampang melintang pembuluh darah. Hasil pada Gambar 10 

menunjukkan bahwa konvergensi kini dimulai di titik yang dipilih secara acak oleh nilai 

awal kami, yaitu di sel di mana perbedaan konsentrasi antara sel tersebut dan sel-sel 

tetangganya paling tinggi. Hal ini menunjukkan bahwa jika kita mengubah jumlah ligan 

di suatu area, sel-sel ujung juga mulai terbentuk di sekitar area tersebut. 

Pola yang dihasilkan bergantian antara sel ujung dan sel batang, dengan 1, terkadang 2 

sel di antaranya. Simulasi khusus ini hanya memiliki celah 1 sel, sedangkan Gambar 4 

menunjukkan contoh di mana dua sel yang berdekatan menjadi sel batang. Pada 

kenyataannya, celah ini bisa jauh lebih lebar. 



 

 

78 B. Masulah 

 
(a) (b) (c) 

 
(d) (e) (f) 

Gambar 10: Kedua sel batas dihubungkan untuk membentuk struktur cincin. Nilai awal 

dipilih secara acak merata dengan rata-rata 1000 dan penyimpangan paling banyak 100. 

(a) pada t = 0, (b) pada t = 60, (c) pada t = 120, (d) pada t = 180, (e) pada t = 240, dan (f) 

pada t = 300. 

 

3.2.4 Simulasi pada kisi heksagonal 7x7 pada sebuah silinder 

Di sini kami mencoba meniru struktur pembuluh darah, yang berupa kisi 

heksagonal pada silinder. Simulasi ini dapat dilihat pada Gambar 12. Penggunaan nilai 

parameter yang sama seperti sebelumnya hanya menunjukkan konvergensi pada cincin 

luar, sehingga kami meningkatkan nilai 𝑘𝑣  sebesar 10 kali lipat untuk membantu 

konvergensi di bagian tengah. Inilah juga alasan mengapa sel-sel menunjukkan nilai 𝑆𝑣 

yang jauh lebih rendah daripada sebelumnya. Dengan menggambar hasil ini dalam kisi, 

kami mendapatkan Gambar 11. Di sini sel-sel merah adalah sel ujung, yaitu batang-

batang tinggi dari 12(d), dan sel-sel putih adalah sel batang, yaitu batang-batang rendah 

di 12(d). Di sini kami melihat pola realistis muncul. Setiap sel ujung terputus dari sel 

ujung lainnya, dan setiap sel batang terhubung ke sel ujung. Penomoran sel-sel ini 

dilakukan dari kiri ke kanan, atas ke bawah, sesuai urutan pembacaan. Sebuah 

pengamatan menarik di sini adalah bahwa pola ini simetris.  

 

 
Gambar 11: Ilustrasi hasil dari 12(c). Sel-sel diberi nomor 1–49 sesuai urutan pembacaan. 

Sel-sel paling kiri terhubung dengan sel-sel paling kanan, tetapi bagian atas dan bawah 

tidak terhubung. Hal ini membentuk struktur silinder. Sel-sel yang berwarna merah 

mewakili batang tinggi pada diagram batang, yang merupakan sel-sel ujung. 
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Hasilnya sangat mirip dengan sebelumnya, menunjukkan bahwa model ini dapat 

digunakan pada permukaan yang lebih realistis. Pada pembuluh darah nyata, jumlah sel 

yang terpengaruh jauh lebih tinggi, tetapi karena keterbatasan daya komputasi, jumlah 

yang lebih realistis tidak disimulasikan. 

 
(a) (b) (c) 

Gambar 12: Kita melihat kisi heksagonal berukuran 7x7 sel pada sebuah silinder, di mana 

batang-batang panjang sejajar dengan sel-sel merah pada gambar di bawah ini. Dalam 

contoh ini, nilai 𝑘𝑣 dikurangi sebesar faktor 10 untuk mempercepat konvergensi dalam 

waktu yang wajar, yang juga menjelaskan mengapa batang-batang tersebut lebih rendah 

daripada sebelumnya. Batang 24 dan 26 sedikit lebih besar daripada sel-sel di sekitarnya, 

tetapi kami mengasumsikan hal ini tidak cukup untuk menganggapnya sebagai sel ujung. 

(a) pada t = 0, (b) pada t = 180, dan (c) pada t = 360. 

 

3.2.5 Distribusi VEGF yang tidak merata 

 
Gambar 13. Distribusi awal VEGF yang digunakan dalam simulasi di bawah ini. 

Sebelumnya digunakan nilai konstan 2500, sehingga sebagian besar sel menerima VEGF 

lebih sedikit daripada sebelumnya, sedangkan sel-sel di bagian tengah menerima lebih 

banyak. 

 

Akhirnya, kami mencoba menganalisis perubahan jumlah VEGF yang diterima 

sel. Jika sel tumor mengeluarkan VEGF ke sel-sel di sekitarnya, sebagian VEGF tersebut 

akan terurai seiring waktu. Efek ini lebih besar pada sel-sel yang lebih jauh dari pusat, 

karena daerah-daerah tersebut kurang hipoksia dibandingkan pusat [8]. Hal ini dapat 

menjadi penjelasan teoretis untuk batas alami sel, di mana setelah batas tersebut tidak ada 

lagi sel ujung yang terbentuk. Pada Gambar 13, kita dapat melihat nilai awal VEGF yang 

kami gunakan dalam simulasi ini untuk setiap sel, dan Gambar 14 menunjukkan hasil 

simulasi ini. Pembentukan pola masih seragam, hanya bergantung pada nilai awal. 

Namun, karena ada ambang batas 𝑆𝑣 untuk sel ujung, ini berarti bahwa sel-sel luar dalam 

simulasi ini tidak akan menjadi sel ujung. Oleh karena itu, simulasi ini menunjukkan 

bahwa kita dapat menciptakan batas alami sel-sel yang tidak terpengaruh. 
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(a) (b) (c) 

 

 
(d) (e) (f) 

Gambar 14. Seperti sebelumnya, pola ini dimulai dari mana saja, tergantung pada nilai 

awalnya. Namun, jumlah VEGF yang diaktifkan pada sel terluar tidak cukup untuk 

menganggap sel-sel tersebut sebagai sel ujung. Ini adalah cara alami untuk membuat batas 

sel yang tidak terpengaruh secara realistis. (a) pada t = 0, (b) pada t = 60, (c) pada t = 120, 

(d) pada t = 180, (e)pada t = 240, dan (f) pada t = 300. 

 

3.2.6 Upaya untuk menciptakan celah yang lebih lebar di antara sel-sel ujung 

Satu hal yang dapat kita amati dalam setiap simulasi adalah bahwa jarak antara 

dua sel ujung terdekat adalah 1, terkadang 2 sel, dan tidak pernah lebih dari itu. Dalam 

praktiknya, jarak ini juga bisa jauh lebih besar. Kami mencoba menciptakan jarak yang 

lebih besar secara artifisial dengan mengizinkan sel-sel memengaruhi sel-sel yang tepat 

berjarak 1 dan 2 langkah. Sel ujung memang menjangkau jauh lebih jauh daripada hanya 

tetangga langsungnya melalui tonjolan seluler [10], tetapi membatasi efek ini hanya pada 

sel ujung bukanlah sesuatu yang dapat ditangani oleh kode saat ini. Parameter yang kami 

gunakan sebelumnya juga tidak memberikan hasil di sini, tetapi dengan meningkatkan 

parameter heterodimerisasi sebesar faktor 100, kami mendapatkan pola yang diharapkan. 

Hasilnya dapat dilihat pada Gambar 15. Alih-alih memiliki celah 1 sel, terkadang 2 sel, 

kini kami memiliki celah antara 2 dan 4 sel. Hal ini masuk akal mengingat cara kami 

mengimplementasikannya, tetapi hasil ini sayangnya tidak realistis. Kami juga ingin 

memungkinkan celah 1 sel dan celah lebih dari 4 sel, yang tidak mungkin dilakukan 

dengan metode ini. Sel ujung sangat menghambat semua sel tetangga untuk menjadi sel 

ujung, yang dalam hal ini mencakup sel dengan celah 1 sel. Selain itu, jika celah antara 

dua sel ujung menjadi terlalu besar, dalam hal ini sebesar 5 sel, pusat celah tersebut 

menjadi sel yang tidak terhambat untuk menjadi sel ujung karena tidak ada tetangganya 

yang merupakan sel ujung, sehingga sel tersebut juga menjadi sel ujung. 
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(a) (b) (c) 

 
(d) (e) (f) 

Gambar 15. Jarak antar sel diperbesar secara artifisial dengan memungkinkan sel 

memengaruhi sel yang berjarak 2 sel. Pembentukan heterodimer juga ditingkatkan secara 

signifikan agar terbentuk pola. Jarak antar sel kini bisa jauh lebih besar; jarak 2 dan 3 

sering terjadi, dan jarak 4 juga bisa terjadi, tetapi berdasarkan konstruksi, jarak 1 tidak 

pernah bisa terjadi. (a) pada t = 0, (b) pada t = 18, (c) pada t = 36, (d) pada t = 54, (e) pada 

t = 72, dan (f) pada t = 90. 
 

4 Simpulan dan Saran 

Model yang kami usulkan ini menunjukkan beberapa sifat teoretis yang signifikan. 

Untuk rentang parameter tertentu, sistem ini memiliki satu titik keseimbangan yang 

konvergen global. Yang terpenting, adanya hingga tiga titik keseimbangan, yang terdiri 

dari dua keadaan stabil dan satu keadaan antara yang tidak stabil, memberikan landasan 

matematis yang kokoh bagi penetapan nasib sel. Secara biologis, kedua titik 

keseimbangan stabil tersebut mewakili pematangan definitif menjadi fenotipe sel ujung 

atau sel batang, sedangkan titik keseimbangan yang tidak stabil berfungsi sebagai ambang 

batas keputusan yang kritis [11]. Bistabilitas ini memastikan bahwa sel-sel endotel 

menghindari keadaan ‘hibrida’ yang disfungsional, sehingga menjaga integritas 

fungsional jaringan vaskular desidua yang diperlukan untuk mendukung embrio.  

Selain itu, model ini secara teoritis menguatkan temuan eksperimental yang 

menunjukkan bahwa ligan Delta menghambat, sedangkan ligan Jagged mendorong, 

fenotipe sel ujung.Berdasarkan konstruksi model ini, ligan Delta dan Notch saling 

menghambat secara asimetris, yang juga telah ditunjukkan secara eksperimental [6]. 

Selanjutnya, kami menciptakan kerangka kerja untuk penelitian lebih lanjut mengenai 

model ini dengan memperluas permukaan tempat model ini bekerja, dari sebuah garis, ke 

sebuah kisi, hingga kisi heksagonal pada sebuah silinder. Akhirnya, kami mencoba untuk 

melihat beberapa kemungkinan logis lainnya, seperti peluruhan VEGF seiring 

waktu/ruang, dan celah yang lebih besar di antara sel-sel ujung. 

Masih banyak hal yang perlu diteliti lebih lanjut. Sebagai permulaan, masih belum 

jelas bagaimana cara yang tepat untuk memodelkan jarak antara dua sel ujung, yang pada 

kenyataannya bisa sangat besar atau sangat kecil. Telah terbukti bahwa jumlah ligan 

Jagged yang tersedia dalam sistem juga memengaruhi hal ini [6]. Kita dapat membuat 
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fungsi yang menangani jumlah sel tetangga yang dimiliki suatu sel, yang kemungkinan 

besar bergantung pada nilai 𝑆𝑣 dan 𝐽. 

Untuk beberapa kisi heksagonal, pola tersebut dapat memiliki sifat-sifat menarik. 

Misalnya, Gambar 11 sepenuhnya simetris. Selain itu, untuk kelompok sel yang lebih 

kecil, pola ini dapat menjadi unik. Menjelaskan hasil ini dapat menjadi topik untuk 

penelitian lebih lanjut. Salah satu penjelasan yang mungkin adalah bahwa kisi tersebut 

terlalu kecil, sehingga pola-pola ini harus muncul. 

Distribusi VEGF yang tidak seragam pada Gambar 14 hanyalah salah satu cara 

untuk mendefinisikan penurunan VEGF. Hasil tersebut tampaknya menunjukkan bahwa 

batas alami ini selalu muncul, terlepas dari distribusi yang digunakan. Studi ini dapat 

diperluas dengan menerapkan penurunan ini pada kisi heksagonal di silinder. Di sini, 

tingkat peluruhan dapat dikaitkan dengan area di mana sel ujung dapat muncul. Dengan 

menemukan nilai parameter yang tepat, hal ini dapat memberikan perkiraan ambang batas 

𝑆𝑣 yang tidak diketahui untuk seleksi sel ujung. 
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Lampiran 

A.1 Tabel A.1. Parameter bifurkasi pada Gambar 2 (a) dan (b)  

Parameter Nilai 

𝑆𝑛
0 200 

𝑁0 100 

𝑘𝑡𝐷 5 ⋅ 10−5 

𝑘𝑡𝐽 5 ⋅ 10−10 

𝛽 0.1 

𝛽𝑆 0.5 

𝜆𝑁 5 

𝑛𝑁 6 

 

A.2  Tabel A.2. Parameter simulasi untuk satu atau lebih sel  

Parameter Nilai Referensi 

𝑆𝑛
0 100  [5] 

𝑆𝑣
0  200 [5]  

𝑅0  800 [5]  
𝐷0  800 [5]  
𝐽0  800 Diasumsikan sama dengan Delta-nya. 

𝑁0  500 [5]  
𝑘𝑣 5 ⋅ 10−4, 5 ⋅ 10−5 pada 

Persamaan 12 

[5] menggunakan 5 ⋅ 10−5. Sementara 

mencoba untuk menentukan nilai yang 

sesuai untuk parameter yang tidak 

diketahui, parameter ini juga diubah. 

Nilai dipilih melalui eksplorasi 

parameter heuristik untuk memastikan 

stabilitas numerik dan pembentukan 

pola vaskular yang realistis. 

𝑘𝑡𝐷 5 ⋅ 10−5  [5] 

𝑘𝑡𝐽 5 ⋅ 10−10  Estimasi. [1] menunjukkan bahwa 

Delta dan Notch berikatan jauh lebih 

kuat daripada Jagged dan Notch, 

sehingga kami mengasumsikan  

𝑘𝑡𝐷 ≫ 𝑘𝑡𝐽. 

𝑘𝑑 8 ⋅ 10−3, 8 ⋅ 10−1 pada 

Persamaan 15 

Asumsi. Dengan mensimulasikan nilai-

nilai yang berbeda, kami menemukan 

bahwa nilai 8 · 10−3 menghasilkan 

efek heterodimerisasi yang cukup kuat 

untuk menciptakan pola bergantian 

pada sebagian besar simulasi. 

𝛽 0.1  [5] 

𝛽𝑆 0.5  [5] 

𝐷 2  [5] 

𝜆𝐽 2  Diasumsikan sama dengan Delta-nya. 

𝜆𝑁 4  [5] 
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𝜆𝑅 0  [5] 

𝑛𝐷 1  [5] 

𝑛𝐽 1  Nilai ini di fungsi Hill merepresentasi-

kan bagaimana banyaknya reseptor 

ligan bisa bertabrakan juga. Dalam 

model ini, ini bernilai 1, yang mana 

sama dengan nilai Delta-nya 

𝑛𝑁 2  [5] 

𝑛𝑅 1  [5] 

𝐷𝑒𝑥𝑡 2000 in 2.2 (a), 2 in 2.2 (b), 

variabel terdefinisi di mana-

mana, dengan nilai awal 20 ±
10%, terpilih acak 

Setiap sel diasumsikan menjadi sel 

batang sebelum ujung sel mulai 

diseleksi. 

𝐽𝑒𝑥𝑡 2 in 2.2 (a), 2.2 (b), variabel 

terdefinisi di mana-mana, 

dengan nilai awal 20 ± 10%, 
terpilih acak 

Kami berasumsi bahwa Jagged 

sebagian besar terbentuk di dekat sel 

yang menginvasi, yang terjadi ketika 

proses seleksi sel ujung dimulai. 

𝑁𝑒𝑥𝑡 2 in 2.2 (a), 2000 di 2.2 (b), 

variabel terdefinisi di mana-

mana, dengan nilai awal  

2000 ± 10%, terpilih acak 

Setiap sel dianggap sebagai sel batang 

sebelum proses pemilihan sel ujung 

dimulai. 

𝑉𝑒𝑥𝑡 2500, {0 – 5000}, diperoleh 

dari persamaan 𝑉𝑒𝑥𝑡,𝑖 = 5000 ⋅

𝑒−√0.025⋅|1−25.5|, ditunjukkan di 

Persamaan 13. 

[5] dan sejumlah asumsi mengenai laju 

penurunan VEGF seiring waktu pada 

Persamaan 13. Hal ini didasarkan pada 

solusi dari persamaan diferensial 

parsial (PDP) difusi-penurunan. 

 


	PEMODELAN PERAN ANTAGONIS JAGGED1 DALAM JALUR SINYAL DLL4/NOTCH SELAMA ANGIOGENESIS DESIDUA
	Abstrak
	1 Pendahuluan
	2 Model Matematika Sel Tunggal
	2.1 Analisis Model Sel Tunggal
	2.2 Simulasi
	2.3 Interpretasi Simulasi

	3 Model Multiseluler
	3.1 Analisis Model
	3.2 Simulasi dan Interpretasi Model

	4 Simpulan dan Saran
	Daftar Pustaka
	Lampiran



  J a g 1


  D l l 4


  J a g 1


  D l l 4 ,


  D l l 4


  J a g 1


  (   k  d D J )


    d D  d t =   D 0 H  (   S  v ,     S  v 0 ,   𝜆  D ,   n  D ) −  ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t ) D −   k  d D J


    d J  d t =   J 0 H  (   S  n ,     S  n 0 ,   𝜆  J ,   n  J ) −  ( 𝛽 +   k  t J   N  e x t ) J −   k  d D J


    d N  d t =   N 0 H  (   S  n ,     S  n 0 ,   𝜆  N ,   n  N ) −  ( 𝛽 +   k  t D   D  e x t +   k  t J   J  e x t ) N


    d   S  n  d t =  (   k  t D   D  e x t +   k  t J   J  e x t ) N −   𝛽  S   S  n


    d   R 2  d t =   R 0 H  (   S  n ,     S  n 0 ,   𝜆  R ,   n  R ) −  ( 𝛽 +   k  v   V  e x t )   R 2


    d   S  v  d t =   k  v   V  e x t   R 2 −   𝛽  S   S  v


  D


  J


  N


    S  n


    R 2


    S  v


    D 0


    J 0


    N 0


    S  v 0


    S  n 0


    D  e x t


    J  e x t


    N  e x t


  𝛽


    𝛽  S


    k  t D


    k  t J


    k  d


  H


  H ( X ,     X 0 ,   𝜆 ,   n )   =   ( 𝜆   X  n   +     X 0  n   ) / (   X  n   +     X 0  n )


  𝜆   <   1


  𝜆   =   1


  𝜆   >   1


  n


    k  d D J


    d D  d t


    d J  d t


  X ≥ 0


  H > 0


  k =   k  t D     D  e x t +   k  t J   J  e x t


    S  n = 0


    d   S  n  d t > 0


  N ≥ 0


  N


    S  n


  N = 0


    S  n


  N


    S  n


  N


    S  n


    R 2


    R 2  


    S  v


    S  n


  N


  D


  J


  H ≤  max ⁡  { 1 ,   𝜆 }


  X = 0


    X 0 =   0


    X 0 =   0


  X


    d N  d t ≤  N 0   max { 1 ,   λ }   −   N ( β + k )


  N ≥ 0


    d N  d t


  ≤   0


  N ≥     N 0 max  { 1 ,   λ }   ( β + k ) .


  N


    S  n


    R 2


    S  v


  −   k  d D J


    d D  d t ≤   D 0  max ⁡  { 1 , 𝜆 } −  ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t ) D


    d D  d t =   D 0 H  (   S  v ,     S  v 0 ,   𝜆  D ,   n  D ) −  ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t ) D −   k  d D J


    d D  d t =   D 0 H  (   S  v ,     S  v 0 ,   𝜆  D ,   n  D ) −  ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t ) D −   k  d D J


  p  ( x ) = a   x  n + b   x  n − 1 + c   x  n − 2 + …


  s


  s


  p


  p


  s


  x = − y


  p ( y )


  p ( x )


  ∆


  p


  ∆   =   0


  p


  ∆   ≥ 0


  p


  ∆   ≤ 0


  p


  N = 1


  N ≥ 2


  N = 1


  N + 1


  N


  N = 2


  N = 1


    d   S  n  d t = 0


  N =     𝛽  S   S  n  k


    d N  d t = 0


    𝛽 + k  k   𝛽  S   S  n 2 +  (   𝛽 + k  k   𝛽  S   S  n 0 − 𝜆 )   S  n −   N 0   S  n 0 = 0 .


  −   N 0   S  n 0 < 0


    S  n


    S  n


    S  n


  N


    R 2


    S  v


    S  n


    S  v


    H  D


    H  J


    d J  d t = 0


  J =     J 0   H  J  𝛽 +   k  t J   N  e x t +   k  d D .


    d D  d t = 0


   ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t )   k  d   D 2 +  (  ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t )  ( 𝛽 +   k  t J   N  e x t ) −   D 0   H  D   k  d +   J 0   H  J   k  d ) D −   D 0   H  D  ( 𝛽 +   k  t J   N  e x t ) = 0


  N = 1


  N


    S  n


  N


    d S n  d t = 0


  N =     𝛽  S   S  n  k .


    d N  d t = 0  


    S  n    n  N + 1 −   𝜆   N 0 k   ( 𝛽 + k )   𝛽  S   S  n    n  N +    (   S  n 0 )    n  N   S  n −     N 0 k    (   S  n 0 )    n  N   ( 𝛽 + k )   𝛽  S = 0 .


  N + 1


    S  n  n + 1 − b 𝜆   S  n  n + c   S  n − b c = 0 .


  b


  c


  Δ =   𝜆 2   b 2   c 2 − 4   c 3 − 4   𝜆 3   b 4 c − 27   b 2   c 2 + 18 𝜆   b 2   c 2


  = c  ( − 4   c 2 +  (   𝜆 2 + 18 𝜆 − 27 )   b 2 c − 4   𝜆 3   b 4 ) .        


  = c  ( − 4   c 2 +  (   𝜆 2 + 18 𝜆 − 27 )   b 2 c − 4   𝜆 3   b 4 ) .        


  ∆ > 0


  N


    S  n


    S  v


    S  n


    S  n


    S  v


    S  n


    D  e x t


    D  e x t


    D  e x t


    D  e x t


    D  e x t


    D  e x t


  N ,     S  n


    S  n 0 = 200


    N 0 = 100


    k  t D   =   5 . 0 ⋅  10  − 5


    k  t J   =   5 . 0 ⋅  10  − 10


  𝛽   =   0 . 1


    𝜆  N = 5


  n = 6


    D  e x t =   J  e x t =


    D  e x t


    D  e x t


    D  e x t


  N = 1


    n  N = 1


  A =  [    −   a 11  −   a 12  0  0  0   (   𝜆  S − 1 )   a 16   −   a 21  −   a 22  0   (   𝜆  S − 1 )   a 24  0  0   0  0  −   a 23   (   𝜆  N − 1 )   a 34  0  0   0  0    a 43  −   a 44  0  0   0  0  0  −   a 54  −   a 55  0   0  0  0  0    a 65  −   a 66 ] .


    a  i j


   det ⁡   ( A − 𝜆 I ) = 0 .


   [    −   a 11 − 𝜆  −   a 12  0  0  0   (   𝜆  S − 1 )   a 16   −   a 21  −   a 22 − 𝜆  0   (   𝜆  S − 1 )   a 24  0  0   0  0  −   a 23 − 𝜆   (   𝜆  N − 1 )   a 34  0  0   0  0    a 43  −   a 44 − 𝜆  0  0   0  0  0  −   a 54  −   a 55 − 𝜆  0   0  0  0  0    a 65  −   a 66 − 𝜆 ] = 0 .


   [    −   a 11 − 𝜆  −   a 12  0  0  0  0   −   a 21  −   a 22 − 𝜆  0  0  0  0   0  0  −   a 23 − 𝜆   (   𝜆  N − 1 )   a 34  0  0   0  0    a 43  −   a 44 − 𝜆  0  0   0  0  0  0  −   a 55 − 𝜆  0   0  0  0  0  0  −   a 66 − 𝜆 ] = 0 .


   ( 𝜆 +   a 66 )  ( 𝜆 +   a 55 )  (  ( 𝜆 +   a 33 )  ( 𝜆 +   a 44 ) −  (   𝜆  N − 1 )   a 34   a 43 )  (  ( 𝜆 +   a 11 )  ( 𝜆 +   a 11 ) −   a 12   a 21 ) = 0 .


  𝜆 = −   a 66


  𝜆 = −   a 55


    𝜆 2 +  (   a 44 +   a 33 ) 𝜆 +   a 33   a 44 −  (   𝜆  N − 1 )   a 34   a 43 = 0


    𝜆 2 +  (   a 11 +   a 22 ) 𝜆 +   a 11   a 22 −   a 12   a 21 = 0


    a 11   a 22 >   a 12   a 21


   ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t +   k  d J )  ( 𝛽 +   k  t J   N  e x t +   k  d D ) −   k  d 2 D J > 0


    a 33   a 44 >  (   𝜆  N − 1 )   a 34   a 43


    𝛽  S  ( 𝛽 + k ) >  (   𝜆  N − 1 )     N 0   S  n 0     (   S  n +   S  n 0 ) 2 ,


    𝛽  S >   k   N 0   ( 𝛽 + k )      (   𝜆  N − 1 )   S  n 0     (   S  n +   S  n 0 ) 2 .


    𝛽  S >   k   N 0   ( 𝛽 + k )      (   𝜆  N − 1 )   S  n 0     (   S  n +   S  n 0 ) 2 .


    𝛽  S =   k   N 0   ( 𝛽 + k )     H    S  n .


     (   𝜆  N − 1 )   S  n 0    S  n +   S  n 0 <     𝜆  N   S  n 0    S  n +   S  n 0 <   𝜆  N <     𝜆  N   S  n +   S  n 0    S  n ⟹


     (   𝜆  N − 1 )   S  n 0     (   S  n +   S  n 0 ) 2 <     𝜆  N   S  n +   S  n 0    S  n  (   S  n +   S  n 0 ) =   H    S  n .


     (   𝜆  N − 1 )   S  n 0     (   S  n +   S  n 0 ) 2 <     𝜆  N   S  n +   S  n 0    S  n  (   S  n +   S  n 0 ) =   H    S  n .


  {   S  n ,   N }


  {   S  n ,   N }


    d x  d t = f ( x , y )


    d y  d t = g  ( x , y ) .


    d y  d t = g  ( x , y ) .


    C 1


  𝜑 ( x , y )


    d 𝜑 f  d x   +   d 𝜑 g  d y


  𝜑 = 1 .


    d f  d N   +   d g  d   S  n = − 𝛽 −   k  t D   D  e x t −   k  t J   J  e x t −   𝛽  S < 0


  {   S  n ,   N }


  f


  f


      x  i . =   f  i  ( t ,   x 1 …   x  n ) ,   x  i  (   t 0 ) =   x  i 0 ,   i = 1 … n ,


      y  i . =   g  i  ( t ,   y 1 …   y  n ) ,   y  i  (   t 0 ) =   y  i 0 ,   i = 1 … n ,


    x  i  ( t ) ≥   y  i  ( t )


    f  i  ( t ,   x 1 …   x  n ) ≥   g  i  ( t ,   y 1 …   y  n ) ,


    x  i 0 ≥   y  i 0 ,   i = 1 … n ,


    x  i 0 ≥   y  i 0 ,   i = 1 … n ,


    𝜕   f  i  𝜕   x  j ≥ 0 ,   i , j = 1 … n , i ≠ j


    𝜕   f  i  𝜕   x  j ≥ 0 ,   i , j = 1 … n , i ≠ j


    S  n ( t )


    S  n ∗


  𝜖 > 0


  T


  t ≥ T


    S  n ∗ − 𝜖 ≤   S  n  ( t ) ≤   S  n ∗ + 𝜖


    R  2 , ± 𝜖  ( t ) =   e  −  ( 𝛽 +   k  v   V  e x t ) t +   H  (   S  n ∗ ± 𝜖 )  𝛽 +   k  v   V  e x t .


    S  n


  H


  𝜆 R < 1


    e  −  ( 𝛽 +   k  v   V  e x t ) t +   H  (   S  n ∗ + 𝜖 )  𝛽 +   k  v   V  e x t ≤   R 2  ( t ) ≤   e  −  ( 𝛽 +   k  v   V  e x t ) t +   H  (   S  n ∗ − 𝜖 )  𝛽 +   k  v   V  e x t .


  𝜖 → 0


  T → ∞


  t →   ∞


    R 2 →   H  (   S  n ∗ )  𝛽 +   k  v   V  e x t ,


    S  v


  𝜖 > 0


  T


  t ≥ T


    S  n ∗ − 𝜖 ≤   S  n ( t ) ≤   S  n ∗ + 𝜖


    S  v ∗ − 𝜖 ≤   S  v ( t ) ≤   S  v ∗ + 𝜖


    S  v ∗ − 𝜖 ≤   S  v ( t ) ≤   S  v ∗ + 𝜖


  𝜑 = 1


    d f  d D   +   d g  d J = − ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t −   k  d J ) − ( 𝛽 +   k  t J   N  e x t −   k  d D ) < 0 .


  { D ,   J }


    k  t J < <   k  t D


    S  v


    S  v


    S  v


    D  e x t = 2000


    N  e x t = 2


    D  e x t = 2


    N  e x t = 2000


    S  v


    S  n


    D  e x t


    N  e x t


    S  n


    S  v


    d D  d t =   D 0 H  (   S  v ,     S  v 0 ,   𝜆  D ,   n  D ) −  ( 𝛽 +   k  t D   N  e x t ) D −   k  d D J


    d J  d t =   J 0 H  (   S  n ,     S  n 0 ,   𝜆  J ,   n  J ) −  ( 𝛽 +   k  t J   N  e x t ) J −   k  d D J
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