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Abstrak 

Pewarnaan pelangi pada graf adalah suatu pelabelan sisi dengan sifat bahwa setiap 

pasang simpul dapat dihubungkan oleh lintasan pelangi (lintasan yang warna/label 

sisinya berbeda semua). Bilangan keterhubungan pelangi 𝑟𝑐(𝐺) adalah banyaknya 

warna paling sedikit pada pewarnaan pelangi di graf 𝐺 . Graf gerigi (gear) 𝐺𝑛 

diperoleh dari graf roda (wheel) 𝑊𝑛 dengan menyisipkan satu simpul pada setiap sisi 

lingkaran luar. Penelitian sebelumnya menyelidiki 𝑟𝑐(𝐺𝑛)  untuk 2 ≤ 𝑛 ≤ 8 , 

sedangkan kasus 𝑛 ≥ 9  belum tertangani. Penelitian ini menutup celah tersebut 

dengan menunjukkan 𝑟𝑐(𝐺𝑛) = min{𝑛, 4} untuk 𝑛 ≥ 2. 

 

Kata kunci: Bilangan keterhubungan pelangi, diameter, graf gerigi, pewarnaan 

 

 

1 Pendahuluan 

Sejak diperkenalkan oleh Chartrand et al. [1] pada tahun 2008, konsep pewarnaan 

pelangi dan bilangan keterhubungan pelangi sudah menjadi topik yang cukup aktif diteliti. 

Salah satunya karena banyak problem dasar di topik ini yang kompleksitas komputasinya 

tinggi (NP-complete) bahkan ketika dipersempit pada kelas graf tertentu, sehingga 

kemajuan pada topik ini dapat berimplikasi pada dunia komputasi. 

Berikut dirangkum beberapa definisi dan hasil dasar. Misalkan 𝐺  adalah graf 

hingga, tanpa loop maupun sisi berganda. Sembarang pelabelan sisi, yaitu pemetaan 

𝑐: 𝐸(𝐺) → {1, … , 𝑘}, akan disebut pewarnaan sisi. Sebagai catatan, dua sisi yang insiden 

boleh diberikan warna yang sama, jadi penggunaan istilah “pewarnaan” di sini lebih rileks 

dari biasanya. Diasumsikan 𝐺  non-trivial, yakni 𝐺  memiliki lebih dari satu simpul, 

karena jika 𝐺 hanya memiliki satu simpul maka himpunan sisinya kosong sehingga tidak 

ada pemetaan 𝐸(𝐺) → {1,… , 𝑘}. Diberikan suatu pewarnaan sisi, sebuah lintasan disebut 

lintasan pelangi (rainbow path) apabila warna sisi-sisinya berbeda semua. Pewarnaan 

sisi tersebut disebut pewarnaan pelangi (rainbow coloring) apabila untuk setiap pasang 

simpul berbeda selalu ada lintasan pelangi yang menghubungkan dua simpul tersebut. 

Bilangan asli terkecil 𝑘  sehingga ada pewarnaan pelangi 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1,… , 𝑘}  disebut 

bilangan keterhubungan pelangi (rainbow connection number) dari graf 𝐺 , 

disimbolkan 𝑟𝑐(𝐺). 
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Secara kompleksitas komputasi, menentukan 𝑟𝑐(𝐺) = 2 adalah problem yang NP-

complete [2], menentukan 𝑟𝑐(𝐺) = 3  juga NP-complete bahkan ketika dibatasi pada 

kelas graf bipartit [3]. Untuk setiap 𝑘 ≥ 3, problem menentukan 𝑟𝑐(𝐺) ≤ 𝑘 adalah NP-

complete bahkan ketika dibatasi pada kelas graf chordal [4]. Aproksimasi juga sulit 

dilakukan, tidak ada algoritma dengan kompleksitas polinomial yang dapat mewarnai 

graf sembarang dengan pewarnaan pelangi dan tidak lebih dari 2 kali jumlah warna 

optimal, kecuali apabila P = NP [5]. 

Pada sisi lain, ada banyak penelitian yang berfokus pada kelas graf tertentu, 

misalnya graf lengkap, graf pohon, siklus, graf roda, dan graf multipartit lengkap [1], graf 

sirkulan [6], graf garis (line graph) [7], dan berbagai graph products [8, 9, 10, 11]. Ulasan 

yang lebih komprehensif dapat dilihat pada survei dinamis [12]. 

Graf yang menjadi fokus pada penelitian ini adalah graf gerigi (gear graph) 𝐺𝑛 

yang memiliki himpunan simpul 𝑉(𝐺𝑛) = {ℎ, 𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑛, 𝑏𝑛}  dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺𝑛) = {ℎ𝑎𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑎1𝑏1, 𝑏1𝑎2, 𝑎2𝑏2, 𝑏2𝑎3, … , 𝑎𝑛𝑏𝑛, 𝑏𝑛𝑎1} . Graf gerigi 𝐺𝑛 

memiliki 2𝑛 + 1 buah simpul dan 3𝑛  buah sisi. Titik ℎ  disebut pusat (hub), sisi ℎ𝑎𝑖 
disebut ruji/jari-jari (spoke), siklus luar 𝑎1 − 𝑏1 − 𝑎2 − 𝑏2 −⋯− 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 − 𝑎1 

disebut pelek (velg/rim), sedangkan siklus dalam ℎ − 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖+1 − ℎ disebut juring 

(sector). 

 
Gambar 1. Kiri ke kanan: ilustrasi graf gerigi 𝐺2, 𝐺3, 𝐺4. 

 

Saat 𝑛 ≥ 3, graf gerigi 𝐺𝑛 dapat diperoleh dari graf roda 𝑊𝑛 dengan menyisipkan 

satu simpul pada setiap sisi lingkaran luarnya. Meskipun “graf roda” 𝑊2 tidak terdefinisi 

(akan ada sisi berganda), graf gerigi 𝐺2  tetap terdefinisi dengan baik. Jadi, pada graf 

gerigi 𝐺𝑛 diasumsikan 𝑛 ≥ 2. 

Secara struktural, graf gerigi merupakan graf bipartit karena tidak memiliki siklus 

ganjil, berbeda dari graf roda yang memiliki siklus berpanjang 3 sehingga tidak bipartit. 

Signifikansinya, seperti disebutkan sebelumnya bahwa menentukan bilangan 

keterhubungtan pelangi adalah problem yang sulit secara komputasi, bahkan ketika 

dibatasi pada kelas graf bipartit [2].  

Penelitian sebelumnya [13] mengklaim bilangan keterhubungan pelangi dari graf 

gerigi 𝐺𝑛  adalah 4 untuk 𝑛 ≥ 4, tapi pewarnaannya tidak bekerja saat 𝑛 ganjil. Lebih 

spesifik, [13] memberikan pewarnaan seperti pada Gambar 3 sebelah kiri: peleknya 

diwarnai bergantian 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, . . . sedangkan rujinya diwarnai bergantian 3, 4, 

3, 4, 3, 4, . . .. Ketika 𝑛 ganjil, pewarnaan ruji yang bergantian itu mengakibatkan ruji 

pertama dan terakhir sama-sama diwarnai 3, sedangkan pelek di sekitarnya berwarna 2-

1-ruji terakhir-1-2-ruji pertama-1-2. Hal itu mengakibatkan tidak adanya lintasan pelangi 

antara 𝑎𝑛 dan 𝑏1. Oleh karena itu, pewarnaan pada [13] harus dimodifikasi saat 𝑛 ganjil. 
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Kemudian, [14] memberikan pewarnaan yang suboptimal dan akhirnya [15] 

memberikan pewarnaan optimal tapi hanya pada interval 2 ≤ 𝑛 ≤ 8 sedangkan kasus 

𝑛 ≥ 9 belum tertangani. Kontribusi utama dari penelitian ini adalah melengkapi bukti 

untuk semua kasus 𝑛 ≥ 2, ganjil maupun genap. 

 

2. Metode Pembuktian 

Secara umum, untuk menunjukkan 𝑟𝑐(𝐺) = 𝑘 perlu dilakukan dua hal: 

1) Pertama, membuktikan batas bawah 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 𝑘 , biasanya dengan menunjukkan 

bahwa 𝑘 − 1 warna tidak cukup untuk menghasilkan pewarnaan pelangi di 𝐺. 

2) Kedua, membuktikan batas atas 𝑟𝑐(𝐺) ≤ 𝑘, biasanya dengan mengkonstruksi suatu 

pewarnaan pelangi dengan 𝑘 warna. 

 

Berikut ini batas bawah yang akan digunakan. Panjang suatu lintasan adalah 

banyaknya sisi pada lintasan tersebut. Geodesik antara 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺)  adalah sebuah 

lintasan yang menghubungkan 𝑥, 𝑦  dan panjangnya seminimal mungkin (terpendek). 

Jarak antara 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺), disimbolkan 𝑑(𝑥, 𝑦),  adalah panjang geodesik yang 

menghubungkan 𝑥 dan 𝑦. Kemudian, diameter graf adalah jarak terbesar di graf tersebut, 

yakni 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = max
𝑥,𝑦∈𝑉(𝐺)

𝑑(𝑥, 𝑦). 

 

Lemma 1 (Ketaksamaan (1) di Chartrand et al. [1]). Jika 𝐺 graf terhubung non-

trivial, maka 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺). 
 

Bukti: Misalkan 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1,… , 𝑘} suatu pewarnaan pelangi dengan 𝑘 = 𝑟𝑐(𝐺). 
Pilih 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺). Karena 𝑐 pewarnaan pelangi, maka ada 

lintasan pelangi yang menghubungkan 𝑥  dan 𝑦 . Panjang lintasan tersebut sedikitnya 

𝑑(𝑥, 𝑦), yakni 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺). Karena lintasannya pelangi, semua sisinya memiliki warna 

berbeda. Maka ada sedikitnya 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) warna yang digunakan, 𝑘 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺). ∎ 

 

Konstruksi pewarnaan yang akan digunakan untuk membuktikan batas atas dalam 

penelitian ini merupakan sintesis dari pewarnaan di [13] dan [15]. 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Untuk menerapkan Lemma 1 ke graf gerigi, perlu diketahui diameternya. 

 

Teorema 1. Untuk 𝑛 ≥ 2, diameter graf gerigi 𝐺𝑛 adalah 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺𝑛) = 𝑚𝑖𝑛{𝑛, 4}. 
 

Bukti: Tinjau Gambar 2. Setiap pasang simpul di 𝐺2  dapat dihubungkan oleh 

lintasan berpanjang 1 atau 2, sehingga 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺2) = 2. Setiap pasang simpul di 𝐺3 dapat 

dihubungkan oleh lintasan berpanjang 1, 2, atau 3, sehingga 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺3) = 3. Jika 𝑛 ≥ 4, 

jarak terjauh dimiliki oleh pasangan “titik tengah” 𝑏𝑖, 𝑏𝑗  pada dua juring yang tak 

bersebelahan, dan jaraknya 4. ∎ 
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Gambar 2. Ilustrasi geodesik terpanjang (dicetak tebal) pada graf gerigi 𝐺𝑛. 

 

Teorema 2. Untuk 𝑛 ≥ 2, selalu ada pewarnaan pelangi di graf gerigi 𝐺𝑛 yang 

menggunakan 𝑚𝑖𝑛{𝑛, 4} buah warna. 

 

Bukti: Untuk 𝑛 = 2 dan 𝑛 = 3, pewarnaannya diberikan pada Gambar 3 berikut ini. 

Dengan pewarnaan yang diberikan, dapat dicek secara brute force bahwa untuk setiap 

pasang simpul selalu ada lintasan pelangi yang menghubungkan keduanya. 

 

 
Gambar 3. Pewarnaan pelangi pada graf gerigi 𝐺2 dan 𝐺3. 

 

Selanjutnya anggap 𝑛 ≥ 4 , sehingga min{𝑛, 4} = 4 . Warnai sisi-sisi 𝐺𝑛  dengan 

empat warna sebagai berikut: (garis di atas berarti pengulangan) 

• Jika 𝑛 genap, warnai peleknya 1,2,2,1 lalu warnai rujinya 3,4. 

• Jika 𝑛 ganjil, warnai peleknya 1,2,2,1, 1,2,2,3,4,1 lalu warnai rujinya 3,4, 2. 

Pewarnaan ini diilustrasikan untuk 𝑛 = 6 dan 𝑛 = 7 pada Gambar 4. 
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Gambar 4. Ilustrasi pewarnaan pelangi pada kasus 𝑛 genap (kiri) dan ganjil (kanan). 

 

Sebagai catatan, pewarnaan pada kasus 𝑛 genap adalah sama dengan pewarnaan 

yang diberikan di [13], namun pewarnaan pada kasus 𝑛  ganjil diperoleh dengan 

memodifikasi warna-warna pada dua juring terakhir. Modifikasi tersebut terinspirasi dari 

pewarnaan yang diberikan di [15], namun diperumum ke semua 𝑛. 

Akan dibuktikan bahwa pewarnaan tersebut adalah pewarnaan pelangi. Cukup 

dicari lintasan pelangi antara setiap pasang simpul berbeda. 

Jika pasangan simpul tersebut bertetangga, maka terdapat lintasan pelangi yang 

terdiri atas satu sisi. Jika pasangan simpul tersebut berada pada juring yang sama, dapat 

dicek bahwa selalu ada lintasan pelangi yang menghubungkan keduanya di dalam juring 

tersebut. Jika pasangan simpul berada pada dua juring yang bersebelahan, lintasan 

pelanginya dapat dicari sebagai sublintasan dari lintasan-lintasan yang ada di Gambar 5. 

Jika pasangan simpul berada pada dua juring berbeda yang tidak bersebelahan, lihat 

Gambar 6. Perhatikan Gambar 5 dan Gambar 6 memberikan lintasan pelangi yang 

diperlukan untuk berapapun nilai 𝑛, karena setiap pasang juring selalu dapat dihubungkan 

melalui pusat. ∎ 

 

Sekarang, dengan Lemma 1 dan Teorema 1 diperoleh 𝑟𝑐(𝐺𝑛) ≥ min{𝑛, 4} , 

sedangkan dari Teorema 2 diperoleh 𝑟𝑐(𝐺𝑛) ≤ min{𝑛, 4}. Maka terjadi kesamaan, dan 

disimpulkan 𝑟𝑐(𝐺𝑛) = min{𝑛, 4} untuk setiap 𝑛 ≥ 2. 

 

Menarik untuk diamati bahwa 𝑟𝑐(𝐺𝑛) = min{𝑛, 4} = 4 untuk 𝑛 ≥ 4. Dengan kata 

lain, walaupun ukuran grafnya bertambah tapi bilangan keterhubungan pelanginya tetap 

kecil yaitu 4, sama dengan diameternya. Contoh ini mendukung pengamatan bahwa 

𝑟𝑐(𝐺) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) sangat sering terjadi (tapi tidak selalu, ada banyak contoh graf yang 

bilangan keterhubungan pelanginya lebih besar dari diameter). 
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Gambar 5. Lintasan pelangi antara dua juring bersebelahan. 

 

 

 
Gambar 6. Lintasan pelangi antara dua juring tak bersebelahan. Ini berlaku untuk 

berapapun jarak antara dua juring tersebut di pelek. 
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4. Simpulan dan Saran 

Penelitian ini telah menunjukkan bahwa bilangan keterhubungan pelangi dari graf 

gerigi 𝐺𝑛 adalah min{𝑛, 4} untuk setiap 𝑛 ≥ 2. Hasil ini memperkaya khazanah teori graf, 

khususnya keterhubungan pelangi dari graf-graf yang terkait dengan graf siklus seperti 

graf roda dan graf kemudi (helm graph). 

Saran untuk penelitian selanjutnya adalah menyelidiki versi “kuat” dari bilangan 

keterhubungan pelangi pada graf gerigi. Secara umum, bilangan keterhubungan pelangi 

kuat (strong rainbow connection number) 𝑠𝑟𝑐(𝐺) adalah nilai terkecil 𝑘 sehingga ada 

pemetaan 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1, … , 𝑘} dengan sifat bahwa untuk setiap pasang simpul berbeda 

selalu ada geodesik pelangi yang menghubungkan keduanya; konsep ini juga 

diperkenalkan oleh Chartrand et al. [1]. Langkah natural berikutnya adalah menyelidiki 

𝑠𝑟𝑐(𝐺𝑛). Kontras dengan 𝑟𝑐(𝐺𝑛) = min{𝑛, 4} yang nilainya konstan saat 𝑛 ≥ 4, diduga 

nilai 𝑠𝑟𝑐(𝐺𝑛) akan tumbuh bersama 𝑛 karena geodesik antara dua simpul yang berjauhan 

di pelek harus melewati titik pusat, sehingga akan ada struktur serupa graf bintang yang 

menjadi obstruction untuk nilai src yang kecil. 

Arah lain yang juga dapat ditempuh adalah meneliti bilangan keterhubungan 

pelangi dari graf Jahangir 𝐽𝑑,𝑛  yang diperoleh dari graf roda 𝑊𝑛  dengan menyisipkan 

sebanyak 𝑑 − 1 buah simpul pada setiap sisi lingkaran luar; graf gerigi 𝐺𝑛 adalah graf 

Jahangir 𝐽2,𝑛. Cukup natural untuk menduga bahwa 𝑟𝑐(𝐽𝑑,𝑛) akan tumbuh bersama 𝑑 tapi 

konstan terhadap 𝑛. Tentu hal tersebut perlu diselidiki lebih dalam. 
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