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Abstrak 

Matriks skew-circulant adalah matriks segi yang entri terakhir setiap baris berpindah 

ke posisi utama dan berganti tanda disertai pergeseran semua entri lainnya ke posisi 

berikutnya. Dalam artikel ini, entri dari matriks circulant berupa entri barisan 

bilangan geometri. Tujuannya adalah merumuskan suatu formulasi sederhana dari 

determinan, invers, dan nilai eigen dari suatu matriks skew circulant. Formulasi 

determinan ditentukan dengan menerapkan serangkaian operasi baris dasar dan 

kolom dasar sampai diperoleh matriks diagonal. Langkah untuk mencari invers 

dilakukan dengan mengadaptasi metode dalam mencari determinan dan ekuivalensi 

baris dan kolom pada matriks. Dalam mencari nilai eigen digunakan konsep akar 

kesatuan (roots of unity) dan subgrup siklik. 

 

Kata kunci: barisan geometri, determinan, grup siklik, invers, nilai eigen, skew-

circulant 

 

 

1 Pendahuluan 

 Matriks circulant memiliki peran penting dalam teori bilangan, kriptografi, signal 

processing, dan image compression [1]. Salah satu varian dari circulant adalah matriks 

skew circulant, yaitu matriks yang menyerupai circulant tetapi semua elemen di bawah 

diagonal utamanya berganti tanda menjadi negatif. Matriks ini merupakan matriks yang 

elemennya bergeser siklik satuan ke kanan, namun berganti tanda menjadi negatif 

sehingga disebut juga matriks negasiklik [2]. Ciri matriks ini memiliki struktur atau pola 

elemen yang mudah diamati dan berfokus pada elemen pada baris utamanya. Berdasarkan 

ciri ini, formulasi determinan, invers dan nilai eigen secara eksplisit  dapat dilakukan. 

Berikut ini penjelasan mengenai matriks circulant. Misalkan 𝛿 =
{ 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛−2 , 𝑐𝑛−1}  merupakan sembarang barisan bilangan dan 𝑝𝛿(𝑥) = 𝑐0𝐼 +
𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 + ⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
𝑛−1  merupakan suatu polinomial. Didefinisikan pula suatu 

matriks  permutasi sebagai berikut: 
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𝜂 =

(

 
 

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ ⋯ 1
−1 0 ⋯ ⋯ 0)

 
 

 . 

Jika 𝑥 = 𝜂  disubstitusikan ke dalam polinomial 𝑝𝛿(𝑥), maka diperoleh 

𝑝𝛿(𝜂) = 𝑐0𝐼 + 𝑐1𝜂+ 𝑐2𝜂
2 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝜂

𝑛−1 = 𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿) 
yang merupakan matriks skew circulant dengan 𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿) didefinisikan sebagai berikut 

 

𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿) =

(

 
 
 
 

𝑐0 𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛−3 𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−1
−𝑐𝑛−1 𝑐0 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑛−4 𝑐𝑛−3 𝑐𝑛−2
−𝑐𝑛−2 −𝑐𝑛−1 𝑐0 ⋯ 𝑐𝑛−5 𝑐𝑛−4 𝑐𝑛−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
−𝑐1 −𝑐2 ⋯ −𝑐3 −𝑐𝑛−2 −𝑐𝑛−1 𝑐0 )

 
 
 
 

. 

 

Dalam matriks ini 𝛿 = { 𝑐0, 𝑐1,𝑐2, … , 𝑐𝑛−2, 𝑐𝑛−1}  merupakan elemen pada baris pertama 

matriks skew circulant berordo 𝑛 × 𝑛.  

Dalam artikel ini, dimisalkan barisan bilangan 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1  berupa barisan 

geometri, karena barisan geometri memiliki relasi rekurensi dalam bentuk yang sederhana 

sehingga memberikan kemudahan dalam memformulasikan determinan dan invers 

bahkan nilai eigen dari matriks skew circulant. Beberapa peneliti telah mengkaji masalah 

matriks skew circulant, terutama dalam cakupan determinan dan invers. Jiang and Hong 

pada [3] merumuskan formulasi eksplisit dari matriks skew circulant dengan entri barisan 

Tribonacci, kemudian Radicic pada [4] menjelaskan mengenai determinan dan invers 

matriks 𝑘-circulant dengan entri barisan geometri dan dilanjutkan oleh Jiang dan Wei [5] 

yang meneliti mengenai determinan, invers dan norm pada matriks skew circulant yang 

melibatkan bilangan Lucas dan Fibonacci. Masalah serupa dapat juga dijumpai pada 

[6],[7],[8],[9]. 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka pada artikel ini akan dibahas matriks skew 

circulant dengan entri barisan geometri dan matriks skew circulant dengan polinomial 

circulant dan input matriks permutasi. Metode yang digunakan untuk memformulasikan 

determinan dan invers dalam artikel ini adalah serangkaian operasi baris dasar dan kolom 

dasar untuk memperoleh matriks yang ekuivalen. Dalam artikel ini, nilai eigen dari 

matriks skew circulant dengan entri barisan geometri ditentukan berdasarkan konsep grup 

siklik dari lingkaran satuan pada bidang kompleks dan keunikan dari barisan geometri .  
 

 

2  Penelitian Sebelumnya 

 Misalkan 𝑆𝐶 = 𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑐0, 𝑐1,𝑐2, … , 𝑐𝑛−1) merupakan matriks skew circulant, 𝜆𝑘  

merupakan nilai eigen dan 𝜇𝑘  merupakan vektor eigen dari 𝑆𝐶 yang berpadanan dengan 

nilai eigennya, untuk 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1. Berdasarkan [2] diperoleh formulasi dari 𝜆𝑘  

dan 𝜇𝑘  berikut : 

 

𝜆𝑘 =∑ 𝑐𝑗(𝜎𝜔
𝑘)𝑗

𝑛−1

𝑗=0

  (1) 
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atau 

(

 
 

𝜆0
𝜆1
⋮

𝜆𝑛−2
𝜆𝑛−1)

 
 
=

(

 
 

1 𝜎 𝜎2 ⋯ 𝜎(𝑛−1)

1 σω σω2 ⋯ σω𝑛−1

1 𝜎2𝜔2 𝜎2𝜔4 ⋯ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 𝜎𝑛−2𝜔(𝑛−2)(𝑛−1)

1 𝜎𝑛−1𝜔𝑛−1 𝜎𝑛−1𝜔2(𝑛−1) ⋯ 𝜎𝑛−1𝜔(𝑛−1)(𝑛−1))

 
 

(

 
 

𝑐0
𝑐1
⋮

𝑐𝑛−2
𝑐𝑛−1)

 
 

 

dan 

 𝜇𝑘 = (1, 𝜎𝜔
𝑘 , 𝜎2𝜔2𝑘 , … , 𝜎𝑛−2𝜔(𝑛−2)𝑘 , 𝜎𝑛−1𝜔(𝑛−1)𝑘)

𝑇
      

dimana  𝜔 = 𝜎2 = cos(
2𝜋

𝑛
) + 𝑖 sin(

2𝜋

𝑛
)  dan 𝜎 = cos (

𝜋

𝑛
)+ 𝑖 sin (

𝜋

𝑛
), 𝑖 = √−1 .  

 

Merujuk pada [10], himpunan 𝑆 = {1,𝜔, 𝜔2, … , 𝜔𝑛−2, 𝜔𝑛−1} merupakan subgrup sikllik 

dengan order 𝑛  dan 𝑇 = {1, 𝜎, 𝜎2, … , 𝜎𝑛−1 − 1,… , −𝜎,… ,−𝜎𝑛−1}  subgrup siklik 

dengan order 2𝑛 dari grup perkalian bilangan kompleks  ℂ∗ = ℂ ∖ {0}. Pada kasus ini, 𝜎 

merupakan akar primitif (pembangkit) dari kedua subgrup 𝑆 dan 𝑇. Semua elemen dari 𝑆 

merupakan akar kesatuan ke-𝑛 pada lapang kompleks ℂ atau dengan kata lain merupakan 

solusi dari 𝑥𝑛 − 1 = 0  dan 𝜎  merupakan salah satu akar solusi dari 𝑥𝑛 + 1 = 0  di ℂ 

yang merupakan salah satu dari pembangkit dari 𝑇 

 Merujuk pada [2] dan [11], maka formulasi determinan dan invers dari 𝑆𝐶 adalah 

sebagai berikut : 

 

det(𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿)) =∏𝜆𝑘

𝑛−1

𝑘=0

=∏∑ 𝑐𝑗(𝜎𝜔
𝑘)𝑗

𝑛−1

𝑗=0

𝑛−1

𝑘=0

   
 
 

dan 

𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿)−1 = 𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, … ,𝑤𝑛−1)  

 

dimana 𝑤𝑗 =
1

𝑛
∑ 𝜆𝑘
𝑛−1
𝑘=0 𝜎−𝑗𝜔−𝑗𝑘  untuk 𝑗 = 0,1,2,… , 𝑛 − 1 . Formula untuk mencari 

invers ini dikenal sebagai Invers Discrete Fourier Transform (IDFT), kemudian untuk 

mencari determinan merupakan teorema determinan yang melibatkan nilai eigen n (lihat 

[7]), meskipun secara perhitungan mudah dilakukan, namun secara komputasi tidak 

efisien untuk diimplementasikan karena melibatkan aritmatik kompleks dalam 

perhitungannya serta perhitungan iteratif yang cukup lama untuk ukuran matriks yang 

cukup besar meskipun entri dari matriksnya bilangan riil. 

 

3 Hasil dan Pembahasan 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai determinan, invers, dan nilai eigen secara 

keseluruhan, namun sebelum itu akan didefinisikan terlebih dahulu matriks skew 

circulant dengan entri barisan geometri. Untuk setiap bilangan bulat 𝑛 ≥ 2 dan 𝑎 dan 𝑟 

merupakan konstanta yang berturut-turut merupakan nilai awal dan rasio dari barisan 

geometri {𝑎𝑟𝑗−1}
𝑗=1

𝑛
 dimana 𝑎 ≠ 0, 𝑟 ≠ 0 dan 𝑟 ≠ 1 . Matriks skew circulant dengan 

entri barisan geometri didefinisikan sebagai berikut : 

𝐵𝑛,𝑟,𝑎 = 𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝑎, 𝑎𝑟, 𝑎𝑟
2, … , 𝑎𝑟𝑛−2, 𝑎𝑟𝑛−1). 
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3.1 Determinan Matriks Skew Circulant 

Teorema 3.1 Misalkan 𝐵1,𝑟,𝑛  merupakan matriks skew circulant dengan entri 

barisan geometri dengan  nilai awal barisan geometri 𝑎 = 1, maka determinan dari 𝐵1,𝑟,𝑛 

dapat dinyatakan dalam bentuk 

det(𝐵1,𝑟,𝑛) = (1 + 𝑟
𝑛)𝑛−1. 

Bukti. Berdasarkan definisi matriks skew circulant dengan entri barisan geometri, 

diperoleh : 

𝐵1,𝑟,𝑛 =

(

 
 
 
 

1 𝑟 𝑟2 ⋯ ⋯ 𝑟𝑛−2 𝑟𝑛−1

−𝑟𝑛−1 ⋱
−𝑟𝑛−2 ⋱ ⋱
−𝑟𝑛−3 ⋱ ⋱ ⋱
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 1
−𝑟 −𝑟2 ⋯ −𝑟𝑛−3 −𝑟𝑛−2 −𝑟𝑛−1 1 )

 
 
 
 

. 

 

Misalkan 𝐸1  merupakan serangkaian operasi baris dasar yang diterapkan pada 

𝐵1,𝑟,𝑛  dengan mengganti baris ke- (𝑖 + 1)  dengan hasil operasi baris ke- (𝑖 + 1) 

dijumlahkan dengan baris ke- 1  dikalikan 𝑟𝑛−𝑖 , untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 − 1  sehingga 

diperoleh 𝐵1,𝑟,𝑛~𝐷1 = 𝐸1(𝐵1,𝑟,𝑛) , dengan  

 

𝐷1 =

(

 
 
 
 

1 𝑟 𝑟2 ⋯ ⋯ 𝑟𝑛−2 𝑟𝑛−1

0 ⋱ 𝑟(1 + 𝑟𝑛) ⋯ ⋯ 𝑟𝑛−3(1 + 𝑟𝑛) 𝑟𝑛−2(1 + 𝑟𝑛)
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 𝑟2(1 + 𝑟𝑛) ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 𝑟(1 + 𝑟𝑛) 𝑟2(1 + 𝑟𝑛)

⋮ 0 ⋯ 0 0 (1 + 𝑟𝑛) 𝑟(1 + 𝑟𝑛)

0 0 ⋯ 0 0 0 (1 + 𝑟𝑛) )

 
 
 
 

 . 

 

Misalkan 𝐸2 merupakan serangkaian baris dasar yang diterapkan pada 𝐷1 dengan 

mengganti baris ke-𝑖 dengan hasil operasi dari baris ke-𝑖 dikurangi baris ke-(𝑖 + 1) yang 

dikalikan dengan 𝑟, untuk 𝑖 = 2,3,… , 𝑛 − 1 sehingga diperoleh 𝐷1~𝐷2 = 𝐸2𝐸1(𝐵1,𝑟,𝑛), 
dengan 

𝐷2 =

(

 
 
 
 

1 𝑟 𝑟2 ⋯ ⋯ 𝑟𝑛−2 𝑟𝑛−1

0 ⋱ 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 0
⋮ 0 ⋯ 0 0 (1 + 𝑟𝑛) 0
0 0 ⋯ 0 0 0 (1 + 𝑟𝑛))

 
 
 
 

 . 

 

Karena menerapkan operasi baris dasar jenis-3 maka determinan tidak berubah sehingga 

diperoleh determinan det(𝐵1,𝑟,𝑛) = det(𝐷2) = (1 + 𝑟
𝑛)𝑛−1.  

 

Dari pembuktian di atas muncul beberapa akibat dari Teorema 1, yaitu 
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Akibat 3.1 diberikan sembarang bilangan bulat 𝑛 ≥ 2 dan konstanta 𝑎  dan 𝑟, 

dimana 𝑎 ≠ 0, 𝑟 ≠ 0,1 , maka diperoleh 

det(𝐵𝑎,𝑟,𝑛) = 𝑎
𝑛(1 + 𝑟𝑛)𝑛−1. 

Bukti. Karena 𝐵𝑎,𝑟,𝑛 = 𝑎𝐵1,𝑟,𝑛 , maka determinan dari det(𝐵𝑎,𝑟,𝑛) dapat dicari 

dengan menggunakan teorema determinan sehingga diperoleh det(𝐵𝑎,𝑟,𝑛) = 𝑎
𝑛(1 +

𝑟𝑛)𝑛−1 oleh karena itu terbukti. 

 

Akibat 3.2 Matriks skew circulant dengan entri barisan geometri adalah invertibel 

jika dan hanya jika 𝑎 ≠ 0 dan 𝑟𝑛 + 1 ≠ 0. 

  

 

3.2 Invers Matriks Skew Circulant 

Berdasarkan pembuktian Teorema 3.1, idapat matriks segitiga atas 𝐷2 = 𝐸2𝐸1𝐵1,𝑟,𝑛 . 

Misalkan 𝑃 = 𝐸2𝐸1𝐼𝑛. Maka 

𝐸1𝐼𝑛 =

(

  
 

1 0 0 0 ⋯ 0 0
𝑟𝑛−1 1 0 0 ⋯ 0 0
𝑟𝑛−2 0 1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑟2 0 0 0 ⋯ 1 0
𝑟 0 0 0 ⋯ 0 1)

  
 

 

sehingga 

𝑃 = 𝐸2𝐸1𝐼𝑛 =

(

  
 

1 0 0 0 ⋯ 0 0
0 1 −𝑟 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −𝑟 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −𝑟
𝑟 0 0 0 ⋯ 0 1 )

  
 

 

 

Selanjutnya, misalkan 𝐾1  merupakan operasi kolom dasar yang mengganti kolom ke-
(𝑗 + 1) dengan hasil operasi kolom ke-(𝑗 + 1) dikurangi kolom ke-1 dikalikan dengan 

𝑟𝑗, untuk 𝑗 = 1,2,3,… , 𝑛 − 1 sehingga diperoleh 𝐵1,𝑟,𝑛~𝐷 = 𝐸2𝐸1𝐵1,𝑟,𝑛 𝐾, dengan 

 

𝐷 =

(

 
 
 
 

1 0 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 (1 + 𝑟𝑛) 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 0
⋮ 0 ⋯ 0 0 (1 + 𝑟𝑛) 0
0 0 ⋯ 0 0 0 (1 + 𝑟𝑛))

 
 
 
 

 

 

Akibatnya, ada matriks taksingular 𝑄 yang tak singular yang memenuhi 𝑃𝐵1,𝑟,𝑛𝑄 = 𝐷 

dengan 
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𝑄 =

(

 
 
 
 

1 −𝑟 −𝑟2 ⋯ ⋯ −𝑟𝑛−2 −𝑟𝑛−1

0 ⋱ 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 0
⋮ 0 ⋯ 0 0 1 0
0 0 ⋯ 0 0 0 1 )

 
 
 
 

 

 

Matriks 𝑃, 𝑄 dan 𝐷 yang dihasilkan ini akan digunakan untuk membuktikan teorema 

berikut. 

 

Teorema 3.2 Misalkan 𝐵1,𝑟,𝑛  merupakan matriks skew circulant dengan entri 

barisan geometri dengan  nilai awal barisan geometri 𝑎 = 1, maka invers dari 𝐵1,𝑟,𝑛 dapat 

dinyatakan dalam bentuk 

𝐵1,𝑟,𝑛
−1 =

1

1+ 𝑟𝑛
𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(1, −𝑟, 0, … ,0). 

Bukti. Dengan menggunakan informasi dari metode sebelumnya diperoleh bahwa 

𝑃𝐵1,𝑟,𝑛𝑄 = 𝐷 ⇔ 𝐵1,𝑟,𝑛 = 𝑃
−1𝐷𝑄−1 , maka diperoleh 𝐵1,𝑟,𝑛

−1 = 𝑄𝐷−1𝑃 . Karena 𝐷 

matriks diagonal maka inversnya 

𝐷−1 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 ⋯ ⋯ 0 0

0
1

(1 + 𝑟𝑛)
0 ⋯ ⋯ 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 0

⋮ 0 ⋯ 0 0
1

(1 + 𝑟𝑛)
0

0 0 ⋯ 0 0 0
1

(1 + 𝑟𝑛))

 
 
 
 
 
 
 
 

 

akibatnya, 𝐵1,𝑟,𝑛
−1 = 𝑄𝐷−1𝑃 = 

 

=

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 −
𝑟

(1 + 𝑟𝑛)
0 ⋯ ⋯ 0 0

0
1

(1 + 𝑟𝑛)
−

𝑟

(1 + 𝑟𝑛)
⋯ ⋯ 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ −
𝑟

(1 + 𝑟𝑛)
0

⋮ 0 ⋯ 0 0
1

(1 + 𝑟𝑛)
−

𝑟

(1 + 𝑟𝑛)
𝑟

(1 + 𝑟𝑛)
0 ⋯ 0 0 0

1

(1 + 𝑟𝑛) )
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=
1

(1 + 𝑟𝑛)

(

 
 
 
 

1 −𝑟 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 1 −𝑟 ⋯ ⋯ 0 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ −𝑟 0
⋮ 0 ⋯ 0 0 1 −𝑟
𝑟 0 ⋯ 0 0 0 1 )

 
 
 
 

 

atau 

𝐵1,𝑟,𝑛
−1 =

1

1 + 𝑟𝑛
𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(1,−𝑟, 0, … ,0). 

Dari formulasi invers diperoleh beberapa akibat berikut. 

 

Akibat 3.3 Misalkan 𝑛  bilangan asli dengan 𝑛 ≥ 2 , serta 𝑎, 𝑟  bilangan real 

dengan 𝑎 ≠ 0 dan 𝑟𝑛 + 1 ≠ 0. Maka 

𝐵𝑎,𝑟,𝑛
−1 =

1

𝑎(1 + 𝑟𝑛)
𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(1,−𝑟, 0,… ,0). 

Bukti. 𝐵𝑎,𝑟,𝑛 = 𝑎𝐵1,𝑟,𝑛 , maka 

𝐵𝑎,𝑟,𝑛
−1 =

1

𝑎
𝐵1,𝑟,𝑛
−1 =

1

𝑎(1 + 𝑟𝑛)
𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(1,−𝑟, 0, … ,0). 

 

Akibat 3.4 Invers matriks skew circulant merupakan matriks skew circulant juga. 

 

 

3.3 Nilai Eigen Matriks Skew circulant 

Ingat kembali bahwa 𝑆 = {1,𝜔, 𝜔2, … , 𝜔𝑛−2, 𝜔𝑛−1}  di bagian 2, bahwa semua 

elemen dari 𝑆 secara geometri terletak pada lingkaran berjari-jari 1 pada bidang kompleks 

dan letak elemen itu membagi lingkaran menjadi 𝑛  bagian sama besar, untuk 𝑙 =

1,2,3, … , ⌊
𝑛−1

2
⌋ , sehingga dapat diperoleh 

𝜔𝑙 +𝜔𝑛−𝑙 = 2 cos(𝑙𝜃) 𝑑𝑎𝑛 𝜔𝑙 −𝜔𝑛−𝑙 = 2𝑖 sin(𝑙𝜃).   
Sedangkan untuk 𝑇 = {1, 𝜎, 𝜎2, … , 𝜎𝑛−1 − 1, … , −𝜎,… , −𝜎𝑛−1}, semua elemen dari 𝑇 

secara geometri terletak pada lingkaran pada bidang kompleks dan membagi lingkaran 

menjadi 2𝑛 bagian sama besar dengan demikian untuk ℎ = 1,2,3 … , (𝑛 − 1)  
𝜎ℎ + 𝜎𝑛−ℎ = 2𝑖 sin(ℎ𝜙) 𝑑𝑎𝑛   𝜎𝑙 − 𝜎ℎ−𝑙 = 2cos(ℎ𝜙)  

dengan 𝜃 =
2𝜋

𝑛
 dan 𝜙 =

𝜙

𝑛
. Persamaan di atas digunakan untuk membuktikan nilai eigen. 

Teorema 3.3 Misalkan 𝑛  bilangan asli dengan 𝑛 ≥ 2 , serta 𝑎, 𝑟  bilangan real 

dengan 𝑎 ≠ 0  dan 𝑟𝑛 + 1 ≠ 0 . Misalkan 𝐵𝑛,𝑟,𝑎  merupakan matriks skew circulant 

dengan entri barisan geometri, dengan 𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝑛−1  adalah nilai-nilai eigen untuk 

𝐵𝑎,𝑟,𝑛 .  

1. Jika 𝑛  ganjil, maka  𝜆0 =
𝑎(1+𝑟𝑛)

1+𝑟
,  𝜆𝑘 = 𝑅𝑘 + 𝑖 𝐶𝑘  dan 𝜆𝑛−𝑘 = 𝜆𝑘̅̅ ̅  untuk 𝑘 =

1,2, … ,𝑚, dengan 𝑚 = ⌊
𝑛

2
⌋ =

𝑛−1

2
  dan 

𝑅𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(−1)𝑡
𝑚

𝑡=1

(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos(𝑡𝑘𝜃) 
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𝐶𝑘 = 𝑎∑(−1)𝑡
𝑚

𝑡=1

(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin(𝑡𝑘𝜃) 

2.  Jika 𝑛  genap, maka 𝜆𝑘 = 𝑅𝑘 + 𝑖 𝐶𝑘  dan 𝜆𝑛−𝑘−1 = 𝜆𝑘̅̅ ̅  untuk 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑚, 

dengan 𝑚 = ⌊
𝑛−1

2
⌋ =

𝑛−2

2
,  dan  

𝑅𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

𝐶𝑘 = (−1)
𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙).

𝑚

𝑡=1

 

 

Bukti. Karena 𝑆 dan 𝑇 merupakan grup siklik, maka nilai eigen dari matriks 𝐵𝑎,𝑟,𝑛 

mempunyai bentuk  sebagai berikut 

  

(

 
 

𝜆0
𝜆1
⋮

𝜆𝑛−2
𝜆𝑛−1)

 
 
=

(

 
 

1 𝜎 𝜎2 ⋯ 𝜎(𝑛−1)

1 σω σω2 ⋯ σω𝑛−1

1 𝜎2𝜔2 𝜎2𝜔4 ⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 𝜎𝑛−2𝜔(𝑛−2)(𝑛−1)

1 𝜎𝑛−1𝜔𝑛−1 𝜎𝑛−1𝜔2(𝑛−1) ⋯ 𝜎𝑛−1𝜔(𝑛−1)(𝑛−1))

 
 

(

 
 

𝑎
𝑎𝑟
⋮

𝑎𝑟𝑛−2

𝑎𝑟𝑛−1)

 
 
     

 

1. Untuk kasus 𝑛 ganjil, dapat dipilih 𝜎 = −1 karena 𝜎 merupakan akar primitif ke-2𝑛 

dari persamaan 𝑥𝑛 + 1 = 0, yaitu 𝜎 = cos (
𝜋

𝑛
)+ 𝑖 sin (

𝜋

𝑛
) sehingga dari persamaan 

diperoleh  

𝜆0 = 𝑎 − 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟
2 − 𝑎𝑟3 + ⋯− 𝑎𝑟𝑛−2 + 𝑎𝑟𝑛−1. 

Perhatikan bahwa 𝜆0  merupakan deret geometri ganti tanda, dengan jumlah parsial 

adalah 𝜆0 =
𝑎(1+𝑟𝑛)

1+𝑟
. Kemudian untuk 𝑘 = 1,2, … , 𝑚 diperoleh 

𝜆𝑘 + 𝜆𝑛−𝑘 = 2𝑎 +∑𝑎𝑟𝑡(−1)𝑡(𝜔𝑘𝑡 + 𝜔−𝑘𝑡)

𝑛−1

𝑡=1

 

= 2𝑎 + 2∑ 𝑎𝑟𝑡(−1)𝑡
𝑛−1

𝑡=1

cos(𝑡𝑘𝜃) 

= 2𝑎 + 2𝑎∑(−1)𝑡
𝑚

𝑡=1

(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos(𝑡𝑘𝜃) 

dan 

𝜆𝑘 − 𝜆𝑛−𝑘 =∑ 𝑎𝑟𝑡(−1)𝑡(𝜔𝑘𝑡 −𝜔−𝑘𝑡)

𝑛−1

𝑡=1

 

= 2𝑎𝑖∑(−1)𝑡
𝑚

𝑡=1

(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin(𝑡𝑘𝜃) . 

Jika kedua deret tersebut di atas dijumlahkan, maka diperoleh 𝜆𝑘 = 𝑅𝑘 + 𝑖 𝐶𝑘  dimana 
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𝑅𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(−1)𝑡
𝑚

𝑡=1

(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos(𝑡𝑘𝜃) 

𝐶𝑘 = 𝑎∑(−1)𝑡
𝑚

𝑡=1

(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin(𝑡𝑘𝜃). 

Kemudian, jika dikurangkan, maka diperoleh 𝜆𝑛−𝑘 = 𝑅𝑘 − 𝑖 𝐶𝑘. 
 

2. Untuk kasus 𝑛  genap dengan memisalkan 𝑚 = ⌊
𝑛−1

2
⌋ =

𝑛−2

2
, diperoleh bahwa 

𝜎𝑚+1 = 𝑖 dan 𝜔𝑚+1 = −1 sehingga diperoleh 

𝜆0 =∑𝑎𝑟𝑡
𝑛−1

𝑡=0

𝜎𝑡 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡𝜎𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡𝜎𝑛−𝑡) 

𝑚

𝑡=1

 

atau 

𝜆0 = 𝑎 + 𝑎 [(∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡)cos (ϕt) 

𝑚

𝑡=1

) + 𝑖 (𝑟𝑚+1 +∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡)sin (ϕt) 

𝑚

𝑡=1

)] 

 

 dan untuk  

 

𝜆𝑚+1 =∑ 𝑎𝑟𝑡(−1)𝑡𝜎𝑡
𝑛−1

𝑡=0
⇔ 𝑎 + (−1)𝑚+1𝑖𝑟𝑚+1 +∑ 𝑎𝑟𝑡(−1)𝑡𝜎𝑡

𝑛−1

𝑡=𝑚+2
 

= 𝑎 + (−1)𝑚+1𝑖𝑟𝑚+1 + 𝑎∑ (−1)𝑡(𝑟𝑡𝜎𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡𝜎𝑛−𝑡)
𝑚

𝑡=1
 

= 𝑎 + 𝑎 [(∑ (−1)𝑡(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos(ϕt)
𝑚

𝑡=1
)

+ 𝑖 ((−1)𝑚+1𝑟𝑚+1 +∑ (−1)𝑡(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin(ϕt)
𝑚

𝑡=1
)]. 

 

Jika dituliskan dalam bentuk 𝑅𝑚+1dan 𝐶𝑚+1  

 

𝑅𝑚+1 = 𝑎 + 𝑎∑ (−1)𝑡(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos(ϕt)
𝑚

𝑡=1
 

𝐶𝑚+1 = 𝑎((−1)
𝑚+1𝑟𝑚+1 +∑ (−1)𝑡(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin(ϕt)

𝑚

𝑡=1
). 

 

Selanjutnya untuk 𝑘 = 1,2, … ,𝑚, 

𝜆𝑘 + 𝜆𝑛−𝑘 =∑𝑎𝑟𝑡𝜎(2𝑘+1)𝑡
𝑛−1

𝑡=0

+∑𝑎𝑟𝑡𝜎−(2𝑘+1)𝑡
𝑛−1

𝑡=0

 

Jadi: 

𝜆𝑘 + 𝜆𝑛−𝑘 = 2𝑎 + 𝑖(−1)
𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎 ∑ 𝑟𝑡(𝜎(2𝑘+1)𝑡 + 𝜎−(2𝑘+1)𝑡)

𝑛−1

𝑡=𝑚+2

 



 

 

138 M. F. Azhari, S. Guritman, T. Wulandari, Jaharuddin, Siswandi 

                     = 2𝑎 + 𝑖(−1)𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 2𝑎𝑖∑𝑟𝑡 sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

atau 

𝜆𝑘 + 𝜆𝑛−𝑘 = 2𝑎 + 2𝑖(−1)
𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 2𝑎𝑖∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

. 

Analog untuk pengurangan, diperoleh 

𝜆𝑘 − 𝜆𝑛−𝑘 = 𝑎∑ 𝑟𝑡(𝜎(2𝑘+1)𝑡 − 𝜎−(2𝑘+1)𝑡)

𝑛−1

𝑡=0

 

               = ∑ 𝑟𝑡 sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑛−1

𝑡=𝑚+2

= 2𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

 

Jumlahkan  𝜆𝑘 + 𝜆𝑛−𝑘  dengan 𝜆𝑘 − 𝜆𝑛−𝑘  diperoleh 

𝜆𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

+ 𝑖 ((−1)𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

) 

          maka diperoleh 

𝑅𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

𝐶𝑘 = (−1)
𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

Selanjutnya dengan mengurangkan 𝜆𝑘 + 𝜆𝑛−𝑘  dengan 𝜆𝑘 − 𝜆𝑛−𝑘  diperoleh 

𝜆𝑛−𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((1 − 2𝑘)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

+ 𝑖 ((−1)𝑘𝑎𝑟𝑚+1 +∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((1 − 2𝑘)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

) 

maka diperoleh 

𝑅𝑛−𝑘 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((1 − 2𝑘)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

𝐶𝑛−𝑘 = (−1)
𝑘𝑎𝑟𝑚+1 +∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((1 − 2𝑘)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

 

Hal terakhir yang akan dibuktikan adalah 𝜆𝑛−𝑘−1 = 𝜆𝑘̅̅ ̅  untuk 𝑘 = 0,1,2,… ,𝑚 . 

Didahului dengan membuktikan untuk kasus 𝑘 = 𝑚, maka 𝜆𝑚 = 𝜆𝑛−𝑚−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝜆𝑚+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, hal 

ini bisa ditunjukan dengan melihat representasi grup siklik 𝑇 dan 𝑆 dan persamaan 𝑅𝑘 

dan 𝐶𝑘  pada 𝜆𝑘 . Perhatikan bahwa 
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𝑅𝑚 = 𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((𝑛𝑡 − 𝑡)𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

𝐶𝑚 = (−1)
𝑚𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((𝑛𝑡 − 𝑡)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

 

 

Karena cos((𝑛 − 1)𝑡𝜙) = {
   cos((𝑛 − 𝑡)𝜙) = − cos(𝜙𝑡)  𝑡 ganjil

cos((−𝑡)𝜙) = cos(𝜙𝑡) 𝑡 genap    
, maka 

 

𝑅𝑚 = 𝑎 + 𝑎∑(−1)𝑡(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos(𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

= 𝑅𝑚+1 

Hal serupa, karena sin((𝑛𝑡 − 𝑡)𝜙) = {
sin((𝑛 − 𝑡)𝜙) = sin(𝜙𝑡)  𝑡 ganjil

sin((−𝑡)𝜙) = −sin(𝜙𝑡) 𝑡 genap    
, maka 

 

𝐶𝑚 = −((−1)
𝑚+1𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(−1)𝑡(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin(𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

) = −𝐶𝑚+1 

 

dan untuk 𝑘 = 0,1,2,… ,𝑚 − 1, dapat dibuktikan bahwa 

 

𝜆𝑛−𝑘−1 = (𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos ((1 − 2(𝑘 + 1))𝜙)

𝑚

𝑡=1

)

+ 𝑖 ((−1)𝑘+1𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((1 − 2(𝑘 + 1))𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

) 

= (𝑎 + 𝑎∑(𝑟𝑡 − 𝑟𝑛−𝑡) cos((2𝑘 + 1)𝜙)

𝑚

𝑡=1

)

− 𝑖 ((−1)𝑘𝑎𝑟𝑚+1 + 𝑎∑(𝑟𝑡 + 𝑟𝑛−𝑡) sin((2𝑘 + 1)𝑡𝜙)

𝑚

𝑡=1

) 

= 𝜆𝑘̅̅ ̅ 
 

 

4 Simpulan 

Determinan dan invers dari matriks skew circulant dengan entri barisan geometri 

dapat diformulasikan secara eksplisit dalam bentuk yang lebih sederhana daripada 

menggunakan kasus umum. Dalam artikel ini, diawali dengan mendefinisikan matriks 

skew circulant dengan entri barisan geometri, kemudian mencari determinan dengan 

menerapkan serangkaian operasi baris dasar dan kolom dasar sehingga diperoleh suatu 

matriks yang ekuivalen baris 𝑃  dan ekuivalen kolom 𝑄  dengan matriks 𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿) . 

Selanjutnya dengan memanfaatkan metode dalam mencari determinan, diperoleh invers 

matriks skew cirulant melalui persamaan berikut: 𝐷 = 𝑃𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿)𝑄  dimana matriks 

𝑆𝐶𝑖𝑟𝑐(𝛿)~𝐷. Terakhir untuk mencari nilai eigen dibutuhkan konsep subgrup siklik untuk 
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memberikan penalaran perhitungan elemen-elemen pada nilai eigen dengan konjugatnya. 

Hasilnya diperoleh perhitungan yang lebih efisien tanpa melibatkan aritmatik bilangan 

kompleks dan teknik menghitung secara iteratif. 
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