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Abstrak

Dalam artikel ini, metode analisis homotopi digunakan untuk menyelesaikan suatu
model Lotka-Volterra dari dua spesies yang bersaing. Dalam hal ini akan ditentukan
suatu penyelesaian berupa semi-analitik dari model tersebut. Metodologi penelitian
yang dilakukan diawali dengan mendefinisikan suatu operator linear berdasarkan
model Lotka-Volterra yang ditinjau, kemudian mengonstruksi suatu persamaan
deformasi. Berdasarkan persamaan deformasi ini diperoleh suatu hampiran
penyelesaian. Penyelesaian hampiran dari model yang dikaji menunjukkan galat
yang relatif kecil. Dalam artikel ini juga diberikan simulasi bahwa jika tingkat
intrinsik spesies satu mengalami peningkatan dari 8% hingga 50%, tetapi tingkat
intrinsik spesies dua dibuat tetap, maka hasil simulasi menunjukkan bahwa jumlah
populasi spesies satu mengalami peningkatan, sedangkan jumlah spesies dua
mengalami penurunan.

Kata kunci: metode analisis homotopi, model Lotka-Volterra, persamaan
deformasi.

1. Pendahuluan

Model matematika sering digunakan untuk menjelaskan hubungan antara
makhluk hidup dan lingkungannya, seperti interaksi antarspesies yang berbeda.
Berdasarkan model matematika, dapat diketahui interaksi mangsa-pemangsa, interaksi
persaingan atau kompetisi, dan interaksi mutualisme atau simbiosis. Salah satu
persamaan matematika yang dapat menjelaskan interaksi antarspesies yang berupa
interaksi mangsa-pemangsa adalah persamaan Lotka-Volterra. Persamaan ini dapat
menjelaskan perilaku untuk setiap populasi, di mana untuk setiap populasi ada yang
meningkat (melahirkan) dan ada yang menurun (punah) [7]. Selain itu, persamaan ini
dapat pula menggambarkan fenomena antara mangsa dan pemangsa yang terkait dengan
kelestarian ekosistem. Karena tanpa mangsa, pemangsa tidak dapat bertahan hidup
karena tidak ada sumber makanan. Sebaliknya pemangsa bertindak sebagai kontrol
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untuk populasi mangsa yang ada. Model Lotka-Volterra juga dapat menjelaskan
interaksi taklinear sederhana dalam bidang fisika [11], kimia [12], dan biologi [14].

Model Lotka-Volterra merupakan sistem persamaan diferensial biasa yang
bentuknya taklinear sehingga model tersebut sulit diselesaikan secara eksak,
dikarenakan faktor taklinear yang sangat kuat. Penyelesaian akurat dari model
persamaan Lotka-Volterra ini sangatlah sulit bilamana jumlah spesies yang berinteraksi
banyak [13]. Salah satu teknik yang paling populer saat ini untuk menyelesaikan
masalah taklinear adalah metode analisis homotopi yang merupakan gabungan dari
metode perturbasi dan konsep homotopi yang digunakan dalam topologi. Metode
analisis homotopi pertama kali diusulkan oleh Liao [8], kemudian dikembangkan oleh
He [6] melalui metode perturbasi homotopi yang saat ini dipahami dengan baik. Berbeda
dengan metode perturbasi, metode analisis homotopi tidak memerlukan paramater
gangguan yang kecil dalam persamaannya. Dalam metode ini, homotopi dibangun
dengan paramater embedding g €[0,1], sehingga masalah taklinear diubah menjadi
masalah linear tanpa menggunakan teknik perturbasi [9]. Selain itu, metode ini
menyediakan cara sederhana untuk mengontrol dan menyesuaikan daerah
kekonvergenan dari deret penyelesaian dengan menggunakan paramater tersebut.

Dalam artikel ini dibahas penyelesaian model Lotka-Volterra dua spesies
menggunakan metode analisis homotopi. Sebelum menyelesaikan masalah Lotka-
Volterra dua spesies, metode analisis homotopi telah banyak digunakan peneliti lain
untuk menyelesaikan masalah taklinear dalam bidang kimia, biologi dan lainnya.
Abbasbandy (2006)[1] menggunakan metode analisis homotopi untuk menyelesaikan
persamaan taklinear yang timbul dalam perpindahan panas. Boulet et al (2008) [3]
menggunakan metode analisis homotopi untuk menyelesaikan masalah graf berhingga.
Ganji (2006) [5] menggunakan metode analisis homotopi untuk menyelesaikan
persamaan taklinear dari radiasi panas dan persamaan konduksi sirip. Mirzaee et al
(2014) [10] menggunakan metode analisis homotopi untuk menyelesaikan persamaan
integral fuzzy Abel linear dan taklinear.

2. Analisis Metode

Pada bagian ini dibahas penggunaan metode analisis homotopi untuk
menyelesaikan model Lotka-Volterra dua spesies. Model ini merepresentasikan
hubungan antara mangsa (prey) dan pemangsa (predator), di mana tiap pemangsa akan
bersaing dengan individu lain yang sejenis untuk memperoleh mangsanya guna
mempertahankan hidupnya. Misalnya dua spesies ikan yang tidak saling memangsa satu
sama lain tetapi bersaing satu sama lain untuk mendapatkan kebutuhan makanan untuk
bertahan hidup. Setiap spesies dalam lokasi yang sama, tumbuh menurut hukum logistik.
Model Lotka-Volterra yang dikaji dalam artikel ini dinyatakan dalam bentuk berikut:

ds,
dr = S51(By + a1151 + @1,5,),
1)
ds,
E = S(B2 + a2151 + a3,53)
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dengan S; (t) dan S, (t) masing-masing menyatakan jumlah populasi pada saat t untuk
spesies satu dan spesies dua. Keterangan mengenai parameter koefisien dari model
persamaan (1) diberikan dalam Tabel 1.

Tabel 1. Deskripsi parameter model persamaan (1)

Paramater  Deskripsi

a1l koefisien interaksi intra-spesifik antara anggota spesies satu

ai12 koefisien interaksi antara spesies satu dan dua yang
mengakibatkan perubahan jumlah populasi spesies satu

az1 koefisien interaksi antara spesies satu dan dua yang
mengakibatkan perubahan jumlah populasi spesies dua

az2 koefisien interaksi intra-spesifik antara anggota spesies dua

p1 tingkat intrinsik spesies satu

iy tingkat intrinsik spesies dua

Dalam metode ini, diawali dengan memperkenalkan operator linear berdasarkan
model persamaan (1) sebagai berikut:

das,(t;

Li[S:(t; )] = M @
dSz H

LISt )] = 220D

dengan g € [0, 1] adalah paramater embedding. Kemudian dari persamaan (1)
didefinisikan operator taklinear A1 dan Az sebagai berikut:

ds

A1[S1(t;q), S, (t; )] = d_tl =511 + a1151 + a1253) )
ds

Ay[S1(t;q), Sz (8 )] = d_tz — 52(By + 2151 + @2,5>).

Misalkan hi, h2 adalah paramater bantu tidak nol dan Hi, H2 adalah fungsi bantu,
didefinisikan persamaan deformasi orde-nol sebagai berikut:

(1= @)L (S1(6:) = S10(8)) = qhaHy (DA, [S: (£ 9), S2(t @)

1-qL; (52 (t,q) — Sz,o(t)) = qhyH,(t)A;[S1(8 9), S2(t, @)] 4)
dengan kondisi awal $1(0; q) = S1,0, dan $2(0; q) = Sz0.

Untuk g = 0, diperoleh:
S51(t; 0) = S1,0(t), S52(t; 0) = S20(t), (5)
dan ketika g = 1 diperoleh:
Aq[S1(8,1),5,(¢, D] =0, A,[S:(t,1),5,(¢, D] =0,
sehingga
S1(t) = S1(t; 1), S2(t) = S(t; 1), (6)
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yang merupakan penyelesaian eksak dari model persamaan (1). Terlihat bahwa ketika q
meningkat dari 0 menjadi 1, maka fungsi S, (¢; q) dan Sz(t; q) bervariasi dari Sy ((t) dan
S3,0(t) ke masing-masing S; (t) dan S, (t).

Dengan menggunakan deret Taylor dari S;(¢t; q) dan S,(t; q) di sekitar g = 0,
maka diperoleh:

R CHERICE NG
n=1

o (7
S2(6:9) = Sy(5:0) + ) $,n(0g"
n=1
dengan
10"8,(t;q)
Sia(t) = m agn =0
19"S,(t; q)
Son(t) = n T aqn lg=0-
Karena

St 0) = Suo(t), St 0) = Spo(D)

S1(t; 1) = 51(b), S2(t; 1) = S2(¢t)
maka untuk g = 1 diperoleh deret penyelesaian dari model persamaan (1) sebagai berikut:

S1(6) = S10(0) + ) Sin(®)
n;l (8)

526 = S0 + ) $,(0)
n=1

Paramater h1 dan hz dipilih sedemikian sehingga persamaan (8) konvergen untuk g = 1.
Jika persamaan (4) diturunkan sebanyak n kali terhadap g dan dievaluasi di g = 0,
kemudian dibagi dengan n!, maka diperoleh persamaan deformasi orde-n sebagai berikut:

Lq (Sl,n(t) — Xn S1,n—1(t)) = hyH,(t)B; [§1,n—1(t)]

. 9)
L, (Sz,n(t) — Xn Sz,n—1(t)) = hyH,(£)Byu[Szn-1(0)]
.. 1, n=1
dengan kondisi awal $1,2.(0) = S1,0, S22(0) = $20, xn = {0 n lainnya
1 6"‘1Ai(t; C[)

Bi,n[gi,n—l(t)] = (n _ 1)| aqn_]_ |q=0’

Simn1(®) = (Si1 (), Si2(8), Siz (@), Sin(t) )i = 1,2,

Dengan menggunakan persamaan (3) diperoleh
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n—-1
dS;n-1(t)
B, = (17;—; — Sin-1(0)pB1 — z 1151,k () S1n-1-1(t)
k=0
n-1 (20)
- z 1251k (t)Sz,n—l—k(t))
k=0
dan
dS, 1 () <
By, = <% — Son-1(O)B2 — Z 2182,k (£)S1,n—1-x(t)
k=0
n-—1 (11)
— Z azzsz,k(t)sz,n—1—k(t)>-
k=0

Jika dipilih h1= —1 dan H1(t) = 1, maka berdasarkan persamaan deformasi orde-n pada
persamaan (9) untuk n > 1 diperoleh:

&Aﬂ=m&mﬂﬂ—f&Mﬂﬁ (12)
0

dan
t

auo=%&wﬂo—jmﬂom. (13)
0

dengan B ,(t) dan B, (t) masing-masing diberikan pada persamaan (10) dan (11).

Dengan demikian penyelesaian model persamaan (1) dengan metode analisis
homotopi dapat dinyatakan oleh deret berikut:

S1() = S10 + S11(8) + S12(6) + S15() + -

So(t) = Sz0 + S21(8) + S22(8) + Sz3(8) + -
dengan S, ,(t) dan S, ,,(t) masing-masing diberikan oleh persamaan (12) dan (13) yang
diperoleh secara rekursif dengan menggunakan integral biasa. Pada bagian selanjutnya
akan diberikan suatu illustrasi pemakaian dari metode ini.

(14)

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Aplikasi Metode

Misalkan diberikan nilai paramater-paramater dari model persamaan (1) yang
bersumber pada rujukan [2]. Koefisien interaksi kedua spesies adalah sebagai berikut:
a;; = —0.0018, a;, = —0.0016, ay; = —0.0013, a,, = —0.0014, sedangkan tingkat
intrinsik setiap spesies adalah g, = 0.15 dan S, = 0.08. Misalkan pula bahwa jumlah
populasi spesies satu dan spesies dua saat t = 0 masing-masing adalah 4 dan 10 dalam
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satuan ekor. Data tersebut dapat ditulis dalam notasi sebagai berikut: $1,0 = 4, dan $2,0 =
10.

Selanjutnya akan digunakan hasil-hasil yang diperoleh pada bagian sebelumnya
untuk memperoleh penyelesaian hampiran dari model persamaan (1). Keakuratan
penyelesaian hampiran yang diperoleh akan dibandingkan dengan penyelesaian eksak
dari model persamaan (1). Berdasarkan metode faktor pengintegralan dalam rujukan [4]
diperoleh penyelesaian eksak S$i(t) dan S2(t) dari model persamaan (1) sebagai
berikut:

74.44 x (2.718)0-134

Swesan(8) = 17 e (5 71g)0130
53.43 x (2.718)00748t
Szexsan(t) = 3a g Tig)00mee

Penyelesaian hampiran dari model persamaan (1), yaitu S$1(t) dan $2(t) yang diberikan
dalam persamaan (14) hingga orde ke-3 dan ke-4 adalah sebagai berikut:

Penyelesaian hampiran hingga orde ke-3:

S1(t) =4 +0.5072t + 0.028385t2+ 0.0007894764t3
S2(t) =10 + 0.608t + 0.010930t2+ 0.0000258627¢3

Penyelesaian hampiran hingga orde ke-4:

S1(t) =4 + 0.5072t + 0.028385t2 + 0.0007894764t3 + 0.00000194120t*
S2(t) =10 + 0.608t + 0.010930t2 + 0.0000258627t3 + 0.00001765435t*

Perbandingan antara penyelesaian eksak dan penyelesaian dengan metode analisis
homotopi diberikan pada Tabel 2. Misalkan Siyy dan Sa2ux masing-masing merupakan
notasi untuk hampiran penyelesaian dengan mengunakan metode analisis homotopi
untuk spesies satu dan spesies dua. Dalam Tabel 2 ditunjukkan selisih antara hampiran
penyelesaian dengan homotopi Siux, dan Saux Serta dengan penyelesaian eksak.

Tabel 2. Galat metode analisis homotopi orde ke sepuluh

t | Simn — Steksak| | S2mn — S2eksak|
0,1 1.1840 x 103 1.2675 x 102
0,2 1.1059 x 103 1.4632 x 102
0,3 9.8503 x 104 1.6553 x 102
0,4 8.1964 x 10— 1.8435 x 102
0,5 6.0802 x 10— 2.0277 x 102
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t | Simn — Steksak| | Szmn — S2ksak|
0,6 3.4839 x 10—* 2.2078 x 102
0,7 3.8942 x 104 2.3836 x 102
0,8 3.222 x 10—* 2.5550 x 102
0,9 7.3693 x 104 2.7216 X 102

1 122071 x 103 2.8835 x 102

Berdasarkan Tabel 2, rata rata galat yang dihasilkan oleh S1(t) sebesar 7.3563 x 10—*
dan S$:(t) sebesar 2.1009 x 10-2. Galat yang kecil ini menunjukkan bahwa model
persamaan (1) yang diberikan dapat diselesaikan dengan menggunakan metode analisis
homotopi dengan hampiran yang baik dan langkah penyelesaian yang efektif dan efisien.

3.2. Dinamika Populasi

Pada bagian ini akan dibahas dinamika dari populasi spesies satu dan spesies dua
untuk perubahan nilai dari intrinsik (kemampuan adaptasi dengan lingkungan hidup)
kedua spesies tersebut. Gambar 1 dan Gambar 2 berikut diperoleh berdasarkan grafik dari
fungsi pada persamaan (14) yang merupakan penyelesaian hampiran dengan metode
analisis homotopi hingga orde kesepuluh. Gambar 1 menunjukkan perubahan jumlah
populasi spesies satu dan spesies dua bilamana tingkat intrinsik dari populasi spesies satu
meningkat, sedangkan tingkat intrinsik dari populasi spesies dua tetap, yaitu $2= 0.08.

pi=01s| '

12 pr=05 104
10 | Bi=20 | 103

8| 102

—_——. * x X t

02 04 06 Y 10 f 02 04 0% ) TH

(a) Spesies Satu (b) Spesies Dua

Gambar 1. Perubahan populasi spesies satu dan spesies dua saat f1 meningkat

Berdasarkan Gambar 1(a) diperoleh bahwa semakin besar nilai p1, maka jumlah
populasi spesies satu .51 akan semakin meningkat. Ketika p1 = 0.15 dan 1 = 0.5, jumlah
populasi spesies satu meningkat sangat lambat tetapi pada saat 1 = 2.0 terlihat bahwa
jumlah populasinya meningkat sangat cepat pada waktu t € [0,1]. Pada Gambar 1(b)
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diperoleh bahwa jumlah populasi spesies dua S menurun dan semakin besar perubahan
nilai B1, maka jumlah populasi spesies dua akan semakin menurun.

Gambar 2 menunjukkan perubahan jumlah populasi spesies satu dan spesies dua
bilamana tingkat intrinsik dari populasi spesies dua B> meningkat, sedangkan tingkat
intrinsik dari populasi spesies satu tetap, yaitu 1= 0.15.

Gambar 2(a) menunjukkan bahwa jumlah populasi spesies satu .S1 semakin
menurun dengan peningkatan nilai B2, sedangkan pada Gambar 2(b) diperoleh bahwa
jumlah populasi spesies dua meningkat secara lambat ketika nilai f2=0.08 dan 82=0.5.
Perubahan jumlah populasi spesies dua tersebut akan meningkat dengan cepat ketika nilai
B2=2.0.

2%

By=05

t - p,=0.08‘
42
2

02 oa 08 o8 10 02 04 o6 o8 10!

(a) Spesies Satu (b) Spesies Dua

Gambar 2. Perubahan populasi spesies satu dan spesies dua saat 2 meningkat

Berdasarkan grafik pada Gambar 1 dan Gambar 2 di atas, perubahan nilai S1
maupun B2 sangat mempengaruhi jumlah populasi untuk setiap spesies. Dalam hal ini,
semakin besar perubahan nilai intrinsiknya, maka akan mengakibatkan perubahan jumlah
populasi untuk setiap spesies makin besar.

4. Kesimpulan

Model Lotka-Volterra dua spesies merupakan model persamaan diferensial
taklinear, padahal secara umum model persamaan taklinear sangat sulit diselesaikan
secara analitik (eksak), karena belum adanya metode-metode analitik untuk menentukan
penyelesaian suatu masalah taklinear. Salah satu metode hampiran berupa semi-analitik
yang diusulkan untuk menyelesaikan model Lotka-Volterra adalah metode analisis
homotopi. Penggunaan metode analisis homotopi untuk menyelesaikan masalah Lotka-
Volterra dua spesies ini menunjukkan efisiensi dan sederhana, karena hanya melibatkan
pengintegralan biasa. Selain itu, diperoleh pula penyelesaian hampiran dari model Lotka-
Volterra ini memberikan galat yang kecil. Hal ini menunjukkan bahwa metode analisis
homotopi merupakan metode hampiran yang sangat cocok untuk menyelesaikan masalah
Lotka-Volterra.
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Jumlah populasi spesies satu dan spesies dua pada masalah Lotka-Volterra
tergantung pada nilai intrinsik dari kedua spesies tersebut. Dalam simulasi, nilai intrinsik
dimisalkan bernilai positif atau dengan kata lain kedua spesies tersebut memiliki
kemampuan adaptasi terhadap lingkungannya. Dalam hal ini, untuk nilai intrinsik spesies
satu ditingkatkan dengan nilai intrinsik spesies dua tetap, maka diperoleh bahwa jumlah
populasi spesies satu juga meningkat secara signifikan. Hal yang sama bilamana nilai
intrinsik spesies dua ditingkatkan dengan nilai intrinsik spesies satu tetap, maka
menghasilkan peningkatan signifikan pada jumlah populasi spesies dua. Selain itu, dalam
simulasi nilai koefisien interaksi kedua spesies dimisalkan bernilai negatif sehingga
diperoleh bahwa peningkatan jumlah populasi spesies satu akan merugikan spesies dua
sehingga jumlah populasinya pun menurun.
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