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Abstrak : Model Lotka—Volterra merupakan model interaksi antar
spesies mangsa dan spesies pemangsa pada sebuah lingkungan dan
dinyatakan dalam bentuk persamaan taklinear. Persamaan Lotka-
Volterra diselesaikan dengan metode homotopi Pade’. Metode
homotopi Pade' merupakan pengembangan dari metode homotopi.
Dalam hal ini, penyelesaian dengan menggunakan metode homotopi
Pade' diperoleh dengan menggunakan penyelesaian dengan
menggunakan metode homotopi. Metode homotopi pade’ lebih
cepat mencapai kekonvergenan dibandingkan dengan metode
homotopi. Dengan metode homotopi pade’ diberikan suatu
interpretasi fisis untuk kasus mangsa lebih banyak dari pemangsa.
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1. PENDAHULUAN

Salah satu interaksi antar spesies adalah hubungan antara mangsa (prey) dan
pemangsa (predator). Interaksi ini sangat erat kaitannya karena tanpa mangsa,
predator tidak dapat bertahan hidup karena tidak ada sumber makanan.
Sebaliknya predator berfungsi sebagai pengontrol populasi mangsa. Fenomena
tersebut dapat dijelaskan dalam suatu model matematika yaitu model Lotka—
Volterra.
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Model Lotka-Volterra berbentuk tak linear. Model berupa persamaan taklinear
biasanya sulit diselesaikan secara analitik. Masalah tak linear ini menarik
perhatian peneliti sejak pertengahan abad ke-19 untuk mendapatkan suatu
metode yang efisien untuk menyelesaikannya. Liao dalam [4] memperkenalkan
suatu metode yang disebut metode homotopi untuk menyelesaikan suatu
persamaan diferensial tak linear. Beberapa metode yang telah digunakan untuk
menyelesaikan model Lotka—Volterra antara lain metode dekomposisi
Adomian [1], metode iterasi variational [5], dan metode homotopi pertubasi

[6].

Dalam tulisan ini akan digunakan metode homotopi Pade' [2] yang merupakan
pengembangan dari metode homotopi. Penyelesaian masalah taklinear dengan
menggunakan metode homotopi Pade' dilakukan dengan menggunakan
penyelesaian yang diperoleh dari metode homotopi. Dalam hal ini bentuknya
berupa fungsi rasional. Berdasarkan metode homotopi Pade’, akan dikonstruksi
suatu metode numerik untuk menghampiri jumlah populasi mangsa dan
pemangsa. Hasil numerik yang diperoleh akan diimplementasikan dengan
menggunakan bantuan sofiware berbasis fungsional.

2. MODEL MATEMATIKA

Pada bagian ini dibahas model matematika untuk menjelaskan interaksi antara
dua spesies yang berbeda berdasarkan pada Haberman [3]. Model Lotka-
Volterra adalah model antara populasi pemangsa dan populasi mangsa pada
sebuah lingkungan yang bergantung satu sama lain berdasarkan hubungan
interaksi antara kedua spesies. Misalkan x(7) dan y(f) masing—masing

menunjukan banyaknya spesies mangsa dan pemangsa pada waktu 7. Jika
mangsa dan pemangsa tidak saling berinteraksi, maka model pertumbuhan
populasi mangsa adalah

%’:—-= ax (1).

Dalam hal ini ¢ menunjukkan laju kelahiran dari populasi mangsa. Jika
populasi mangsa berkurang, maka akan mengakibatkan populasi pemangsa
berkurang. Hal ini dikarenakan mangsa merupakan sumber makanan untuk
pemangsa. Jadi laju pertumbuhan populasi pemangsa bergantung pada
banyaknya populasi mangsa, yaitu

dy

-;r}—: _ey(f)s

dengan e menunjukkan laju kematian dari populasi pemangsa. Hal ini
disebabkan karena spesies pemangsa bergantung pada mangsa dan akan
berkurang jumlahnya. Selanjutnya, jika kedua spesies tersebut saling
berinteraksi dan populasi pemangsa bergantung pada populasi mangsa sebagai
sumber makanan, maka model yang diungkapkan oleh Lotka—Volterra adalah
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;,ﬁ = ax (1) - cx (1) y(1)
t

@.1)
D —ev )+ AW

Parameter a, ¢, ¢, / menunjukkan interaksi antara kedua spesies tersebut,
dengan a menunjukkan laju kelahiran dari populasi mangsa, ¢ menunjukkan
tingkat interaksi antara mangsa dan pemangsa yang berpengaruh terhadap
mangsa atau menunjukkan adanya predasi yang mengakibatkan berkurangnya
mangsa, e menunjukkan laju kematian dari populasi pemangsa dan bergantung
pada mangsa dan kematian alami yang mengakibatkan berkurangnya
pemangsa, / menunjukkan tingkat interaksi antara mangsa dan pemangsa yang
berpengaruh pada pemangsa.

3. ANALISIS METODE

Pada bagian ini dibahas konsep dasar metode homotopi. Misalkan diberikan
sistem persamaan diferensial berikut :

A [u(t),v(1)] = 0

3:1
Aziu(t)’v(r)]: 09 ( )

dengan 4, dan A, suatu operator turunan yang bentuknya taklinear, z dan v
fungsi yang akan ditentukan dan bergantung pada 7.

Selanjutnya, didefinisikan suatu fungsi homotopi H,idan H, sebagai berikut

WHAP(, ) v (.9).q) = (1-q) Li[4(t,9) —u, (1) I+ gh, 4, [ (1, 9), y (£,9)]

HAlp(t,q)w (t.9).q]1 = A=q) Lad[w (t,q)-v, (1) 1+ qh, A,[$(t.q), v (t,9)],
(3.2)

dengan L1 dan L; suatu operator linear, ¢ dan y fungsi yang akan ditentukan
dan bergantung pada ¢ dan parameter ¢ serta u,(¢) dan v,(f) merupakan

pendekatan awal penyelesaian. Berdasarkan persamaan (3.2) pada saat ¢ = 0,
diperoleh

H1[¢(2,0),(2,0),0]= L10[g(1,0) ~u, (1) ]
dan

HA[4(1,0),y (1,0),0]= Lal[y (1,0) - v, (1) ],

dan pada saat ¢ = 1, diperoleh persamaan:

UHIH[¢(1',]),{1/(|',]),]]= hlAl [¢(I-I)W(£sl)]
dan
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HA[p(.1).w (t.1),1]= hy A, [(2,1), w (£,1)].

Berdasarkan sifat operator linear £; dan Lz, imaka penyelesaian persamaan |

Hi(¢(2,0),0)=0 dan 1 H2( (¢,0),0)=0 masing—-masing adalah

¢(1,0)= U, (1) dan y(1,0)= v,(7).

Berdasarkan persamaan (3.1), maka penyelesaian persamaan H;(#(z,1),1)=0

dan H>(y(¢,1),1)=0 masing-masing adalah
#(t,1) =u(t) dan w(1,1)=v(t).

Deret Taylor dari ¢(¢,q) dan w(¢,q) terhadap ¢ di sekitar ¢ = 0 adalah
¢(1,0) = ¢,(2,0) atau ¢(2,0) = ¢,(¢)
w (1,0) =y, (1,0) atau y (£,0) = w (1), (3.3)

dengan ¢, (¢) = u,(t) dan (1) = v,(t). Pada saat ¢ = | dan persamaan (3.3),
diperoleh persamaan berikut

(1) = g (1) + Y 4, (1.1)

v () = v () + Y v, ().

m=|

Karena ¢(¢,1)= u(t) dan y(z,1)= v(t), maka diperoleh

o

u(t) = uo () + ) u, (1)

v(t) = vo(t) + Y v, (1),

m=]

dengan u, (t) dan v, (1), m =1,2,.. yang akan ditentukan dan u (¢) dan
v, (¢) merupakan pendekatan awal yang diberikan.

Selanjutnya, fungsi ¢(¢,q) dan w(t,q) adalah penyelesaian dari persamaan
berikut 1 H,)[14(¢,q),w (t.q).q]1=0 dani H[14(¢.q).(t,q).q] =0 atau
(1-q) Lii[g(t,q) ~u, ()] = qh, 4,[4(1,9), v (1,9)]

(A-@) Laly (1.9)-v, () 1= gh,4,[$(1,q). v (1,9)]. (3.4)

Kemudian jika kedua ruas pada persamaan (3.4) diturunkan terhadap ¢
hingga m Kkali, maka diperoleh sebagai berikut
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L1 [y, (1) = 2ty (D] = Iy Ry (et v, )

La[v,(6) = 2V (D] = By Ry (met vy ) (3.5)
dengan
R (;m-l 1’_’ ): 1 6m_|Al[¢({,q),y/ (f, Q)] |
s SR o~ 1) g™ i
* e 1 @A thg ) (faa
Rz_m(um—lsvnr—l)_(m % 1)! aqm_] “J’:O (3-6)

U (1) = (o (1) ) (s 2, (1))
Vo (1) = (o (6, ¥y (Do ¥ (1))

O,m =1
Zm={ (3.7)

Lot > 11,

Jadi berdasarkan metode homotopi diperoleh penyelesaian pendekatan sistem
persamaan (3.1) sebagai berikut

0

u(t) = ug(t) + . u, (1)

v(t) = v () + Y v, (1),

m=]

dengan u,(t), v, (t), m=1.2,. diperoleh dari persamaan (3.5) dan u (¢)

dan v (¢) merupakan pendekatan awal yang diberikan.

Metode homotopi Pade' merupakan pengembangan dari metode homotopi.
Dalam hal ini penyelesaian masalah taklinear dinyatakan dalam bentuk

m

pkrk

=

'Rm,n(l) =

=0
. k
gt

-~

=0

dengan p, dan ¢, ditentukan berdasarkan penyelesaian dalam metode
homotopi, dan m, » masing—masing suku yang digunakan.

Secara singkat penggunaan metode homotopi Pade' untuk menyelesaikan suatu
masalah taklinear adalah

1. Masalah taklinear diselesaikan dengan metode homotopi dan
penyelesaiannya dinyatakan dalam bentuk deret sebagai berikut

x0)=Y %, (0).

2. Metode homotopi Pade' untuk masalah taklinear tersebut dilakukan dengan
langkah—langkah berikut :
a. Membentuk persamaan berikut

x(t).q,(t)- p, () =0,
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dengan x(#) penyelesaian yang diperoleh dari penyelesaian metode
homotopi.

b. Menentukan nilai p, dan g, dari langkah (a).

c. Menggunakan p, dan ¢, yang telah diperoleh pada (b) ke dalam

penyelesaian R, ,(f) yang merupakan penyelesaian masalah taklinear

m,n

dengan metode homotopi Pade'.

4. APLIKASI PADA MODEL LOTKA VOLTERRA

Pada bagian ini dibahas penggunaan metode homotopi Pade' untuk
menyelesaikan masalah pada model Lotka—Volterra. Perhatikan model Lotka—
Volterra berikut ini

;ﬁ =ax(t)—cex (1) y(1)
s @)
== —ey()+ ()Y (0)

dengan syarat awal x(0)=n, dan y(0)=n,, dengan », dan »n, masing-
masing banyaknya mangsa dan pemangsa pada saat awal. Karena model
Lotka—Volterra merupakan masalah taklinear dan tidak dapat diselesaikan
secara eksak, maka berikut ini akan dicari penyelesaian masalah nilai awal
(4.1) dengan menggunakan metode homotopi Pade'. Misalkan didefinisikan
operator sebagai berikut :

£ g, )] = 20D
La[y(t,q)] =6La(:’—ql
AT (6,0)] = %;;—g)—a¢(r,q)+ e, (1,q)

A1) v (1.9)] = a—”’%& v (t.q) - (. Q) (t.0),

dengan ¢ merupakan suatu parameter, ¢(r.q) dan (z,q) adalah suatu
fungsi yang bergantung pada ¢ dan g . Penyelesaian masalah nilai awal
persamaan (4.1) dengan metode homotopi dinyatakan dalam persamaan berikut

x()=x,()+ ), x, () dany(t) = y, () + Y v, (1),
m=] m=1
dengan x,(r) dan y,_(¢), m=123... yang akan ditentukan. Jika kedua ruas

pada persamaan (3.5) diintegralkan dan persamaan (3.6) digunakan, maka
diperoleh persamaan berikut
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(1 0"'A4[4(s,9)w(5.9)]
xm(t):meJn-](r)+h1_‘I)l(m_l)! aqm—l q=uds
Pu = i Hu (O oy | GO DRI (47
s (m = 1)} oq fad

dengan y, diberikan pada persamaan (3.7).

Misalkan penyelesaian pendekatan awal x,(t)=n, +¢ dan y,(¢)=n, +t,
maka untuk m =1 dan berdasarkan persamaan (4.2) diperoleh

x,(t) = %[(6 —6an, + 6¢cnny)t +(3c(n, +n,) - 3a)t? +2ct’]

y,(t) = %—[(6 +6en, — 6 fi,n, )t +(3e =3 f(n, +n,))t> =2 1] (4.3)

Jika proses dilanjutkan, maka diperoleh penyelesaian x;(¢), x, (¢), x5(¢),... dan
V5(),y,(2), ys(),... Jadi  berdasarkan metode  homotopi  diperoleh
penyelesaian pendekatan masalah taklinear persamaan (4.1) sebagai berikut

x

()= 2, (D) + 3, 2,00)

m=1

Y1) =y )+ Y ya ), (4.4)

dengan x, (t), v, (t), m =1,2,.. diberikan pada persamaan (4.2).

Berikut ini diberikan kasus untuk penyelesaian masalah pada model Lotka—
Volterra yang diberikan pada persamaan (4.1). Dalam kasus ini terdapat
interaksi dua spesies antara spesies mangsa dan spesies pemangsa. Misalkan
pada kondisi awal banyaknya mangsa », = 7 dan banyaknya pemangsa n, = 5
dan dipilih laju kelahiran mangsa a =1, tingkat interaksi antara mangsa dan
pemangsa yang mengakibatkan berkurangnya mangsa c¢=0.1, laju kematian
pemangsa e=0.5 dan tingkat interaksi antara pamangsa dan mangsa yang
mengakibatkan bertambahnya pemangsa s =0.1. Interpretasi fisis pada kasus

ini adalah laju kelahiran mangsa sebesar satu unit per hari dan laju kematian
pemangsa sebesar satu unit per dua hari, tingkat interaksi antara mangsa dan
pemangsa yang mengakibatkan berkurangnya mangsa dalam sepuluh hari
kemungkinan mangsa akan dimangsa sebesar satu unit dan tingkat interaksi
antara pemangsa dan mangsa yang mengakibatkan pemangsa akan bertambah
dalam sepuluh hari sebesar satu unit.

Penyelesaian persamaan (4.1) untuk kasus ini dengan menggunakan metode
homotopi sampai suku yang keempat diperoleh dalam bentuk

x(f)=x,()+ x, (1) + x, () + x5(8) + x, (1)
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y(t)=yu(r)+y1(r)+y2(r)+y3(r)+y4(r), (45)

dengan x,(¢t)=n,+t, y,(t)=n,+t, dan x (t), y,(¢),i =1,2,3,4
dihitung dengan bantuan software berbasis fungsional.

Grafik penyelesaian persamaan (4.1) untuk kasus ini dengan menggunakan
metode homotopi dapat dilihat pada Gambar 1. Berdasarkan penyelesaian
x(t) dan y(r) pada persamaan (4.5), maka penyelesaian dengan

menggunakan metode homotopi Pade' dari persamaan (4.5) dengan koefisien
p, dan g, diperoleh dengan bantuan soffware berbasis fungsional. Grafik

penyelesaian dengan menggunakan metode homotopi Pade' dapat dilihat pada
Gambar 1. Pada Gambar 1 juga diperlihatkan perbandingan antara penyelesaian
pembanding masalah nilai awal (4.1) dengan penyelesaian menggunakan
metode homotopi dan metode homotopi Pade'.

t2
w

0l T ol

|

1 Pxdex 2 Homepix 3 Nommilkx 4 FPaey 5 Homotepiy 6 Nomeit y

Gambar 1 Grafik penyelesaian masalah nilai awal (4.1)

Berdasarkan Gambar 1 penyelesaian dengan metode homotopi Pade' lebih
mendekati penyelesaian pembanding, dengan daerah kekonvergenan yang lebih
luas dibandingkan penyelesaian metode homotopi.
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Gambar 2 Galat penyelesaian masalah nilai awal (4.1)

Dalam Gambar 2 diperoleh bahwa dengan metode homotopi Pade' memberikan
daerah kekonvergenan yang luas dibandingkan pada metode homotopi. Hal ini
terlihat pada galat yang muncul, dimana galat pada metode homotopi Pade'
lebih kecil dibandingkan galat pada metode homotopi.

5 KESIMPULAN

Model Lotka—Volterra atau model mangsa-pemangsa merupakan model
interaksi antar spesies mangsa dan spesies pemangsa pada sebuah lingkungan.
Interaksi spesies tersebut memiliki peranan penting pada pertumbuhan populasi
yang terus berubah secara dinamik seiring dengan perubahan populasi yang
ada. Model Lotka—Volterra diselesaikan dengan menggunakan metode
homotopi Pade'. Hasil penyelesaian dengan menggunakan metode homotopi
Pade' dilakukan dengan menggunakan penyelesaian yang diperoleh dari metode
homotopi. Dalam hal ini persamaan dari penyelesaian dengan metode homotopi
diubah ke dalam bentuk fungsi rasional dengan koefisien—koefisien bergantung
pada penyelesaian dengan metode homotopi. Keakuratan penyelesaian yang
diperoleh dengan metode homotopi dan metode homotopi Pade' didasarkan
pada banyaknya suku yang digunakan dari kedua metode tersebut. Semakin
banyak suku yang digunakan, penyelesaiannya akan semakin mendekati
penyelesaian pembanding. Selain itu, hasil perbandingan antara metode
homotopi dan metode homotopi Pade' menunjukkan bahwa semakin banyak
suku yang digunakan, metode homotopi Pade' lebih baik dari metode homotopi.
Hal ini terlihat pada daerah kekonvergenan metode homotopi Pade' yang lebih
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luas dan galat yang dihasilkan lebih kecil. Metode homotopi Pade' mempunyai
kelemahan berupa proses komputasi yang lama, karena metode homotopi Pade’
penyelesaiannya berupa fungsi rasional yang diperoleh secara rekursif.
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