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1. PENDAHULUAN

Tulisan ini merupakan bagian dari rangkaian penelitian mengenai
hubungan antara daerah ideal utama, daerah Dedekind dan gelang-
gang Herediter, Noether dan Prim (HNP). Pada [8] sudah diperli-
hatkan mengenai hubungan daerah ideal utama dan daerah Dedekind.
Sedangkan pada [9] diperlihatkan bahwa tidak semua daerah Dedekind
merupakan daerah ideal utama. Pada [11] diperlihatkan bahwa daerah
Dedekind merupakan suatu gelanggang HNP.

Tulisan ini akan memperlihatkan contoh dari suatu gelanggang Noe-
ther dan Prim yang bukan merupakan daerah Dedekind. Contoh terse-
but adalah aljabar Weyl. Tulisan ini akan membahas beberapa sifat
pada aljabar Weyl yang akan digunakan untuk memperlihatkan bahwa
aljabar Weyl merupakan suatu gelanggang Noether Prim.

2. TEORI DASAR YANG DIGUNAKAN

Berikut diberikan definisi dan teorema dasar yang digunakan dalam
tulisan ini.

Definisi 1. Misalkan R himpunan tak kosong yang dilengkapt dengan
dua operasi yaitu + dan X, dinotasikan (R,+, X), disebut gelanggang

Jika memenuhi
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1. terhadap operasi tambah (R, +) membentuk grup komutatif,

2. terhadap operasi kali (R, Xx) memenuhi sifat asosiatif: (ab)c =
a(be) untuk semua unsur a,b, ¢ di R; dan terdapat unsur kesatuan
1 € R yang berbeda dari 0 dan bersifat al = la = a untuk semua
unsur a € R,

3. terhadap operasi tambah dan operasi kali secara bersama-sama
(R,+, x) memenuhi sifat distributif: a(b + ¢) = ab + ac dan
(a + b)c = ac + bc untuk semua unsur a,b,c € R.

Contoh dari gelanggang adalah Z.

Definisi 2. Gelanggang komutatif adalah gelanggang R = (R, +, X)
yang memenuhi sifat komutatif yaitu ab = ba untuk semua unsur a

dan b di R.

Definisi 3. Daerah integral adalah gelanggang komutatif D = (D, +, X)
yang tidak memuat pembagi nol, yaitu untuk unsur a dan b di D yang
memenuhi ab = 0 berlaku a = 0 atau b = 0.

Definisi 4. Misalkan R = (R, +, X) suatu gelanggang. Subhimpunan
tak kosong dari R, I C R disebut ideal kiri (ideal kanan) jika

1. terdapat operasi tambah (I,+) membentuk subgrup dari (R,+),
2. untuk setiap x € I dan r € R berlaku rx € I(xr € I).

Subhimpunan I disebut ideal jika I adalah ideal kiri dan ideal kanan.

Definisi 5. Misalkan R suatu gelanggang, modul kiri M atas gelang-
gang R adalah

1. grup komutatif M = (M,+). yang dilengkapi oleh

2. tindakan Rx M — M melalui pengaitan («, ) — ax untuk semua

pasang (o, x) € R x M, dan untuk setiap o, B di R dan x,y di M
berlaku

(a) a(r+vy) =ax + ay,

(b) (a+ Bz = ax + Pz,

(¢) (af)z = aPx),

(d) 1z = =x.

Modul kiri M atas R dinotasikan gM. Tindakan biasa juga disebut
dengan operasi perkalian skalar. Untuk modul kanan, yang berbeda
hanya tindakan dilakukan dari kanan. Modul yang merupakan modul
kanan dan juga merupakan modul kirt cukup disebut dengan modul.

Definisi 6. Misalkan A suatu gelanggang dan M suatu modul atas A.
Suatu himpunan S = {x1,x9,...x,} dikatakan membangun M, jika
setiap anggota dart M, misalkan m dapat ditulis dalam m = cixq +
ooy + ...+ apx, dengan ay, o, ... o, € A. M dikatakan dibangun
secara hingga jika elemen dari S hingga.

Berikut definisi mengenai modul Noether dan gelanggang Noether.
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Definisi 7. Misalkan A suatu gelanggang dan M suatu modul kiri atas
A. Modul M disebut modul Noether jika memenuhi salah satu dari
ketiga kondisi berikut ini

1. setiap submodul dari M dibangun secara hingga,
2. setiap rantai naik dari submodul M

M, C My C...C M C ..

merupakan rantar naik stabil, artinya terdapat bilangan asli N
sehingga M, = M, untuk setiap bilangan asli k < n,

3. setiap himpunan tak nol dari submodul-submodul M selalu memi-
liki unsur maksimal.

Definisi 8. Suatu gelanggang R dikatakan gelanggang Noether kiri
(kanan) jika R sebagai modul kiri (kanan) atas dirinya sendiri adalah
modul Noether. Jika R merupakan gelanggang Noether kiri dan juga
merupakan gelanggang Noether kanan, maka R dikatakan gelanggang
Noether.

Definisi 9. Suatu gelanggang R dikatakan gelanggang prim jika untuk
setiap unsur tak nol a,b di R berlaku aRb # 0, dengan kata lain ada
r € R sedemikian sehingga arb # 0.

Salah satu contoh gelanggang prim adalah gelanggang matriks beruku-
ran 2 X 2 atas bilangan bulat.

3. DEFINISI ALJABAR WEYL

Selanjutnya akan dibahas mengenai pembentukan secara sederhana
aljabar Weyl, pembahasan ini akan dimulai dengan contoh-contoh berikut.

Contoh 10. Misalkan K lapangan dan {z,y} peubah tak komutatif
atas K. Definisikan R = K [x,y] polinomial dengan peubah tak ko-
mutatif. Misalkan F = (xy — yz), maka F merupakan ideal atas R,
sehingga dapat dibentuk gelanggang kuosien R = R,/ F. Perhatikan
bahwa xy — yxr € F sehingga

©| Sl

Ty — yxr

Ty~ T =
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akibatnya T = 3T'. Untuk sebarang f (x,y) € R dapat diperoleh

f(zy) = Z Z (aija'y’ + Bijy‘ad)

(2N
= Z Z (aijxiyj + 5ijyi-73j>
i g
=33 (@ T + B,y )
i g
=YY (@ v+ B )
i g

sehingga f (x,y) dapat ditulis sebagai ), >, (% zk yl> . Jadi setiap
elemen R dapat ditulis dalam bentuk >, >, (% zk J) akibatnya R

dapat dipandang sebagai polinomial K [Z,7] dengan {T,7} sebagai inde-
terminates yang komutatif dengan kata lain R dapat dipandang sebagai
polinomial biasa yang sudah kita kenal.

Contoh lain mengenai polinomial adalah sebagai berikut

Contoh 11. Misalkan K dan R|x,y] yang sama seperti contoh 10.
Misalkan juga G = (z* + 1,y* + 1,2y + yx), maka G juga merupakan
ideal atas R sehingga dapat dibentuk gelanggang kuosien R = R/G.
Perhatikan bahwa

2?+1eG y¥*+1€G zy+yrc G

sehingga dapat diperoleh

0 Ty +yr =0
1 TY = —yz
akibatnya Ty = -7
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Untuk sebarang f (z,y) € R
- Z Z (aijz’y? + Bijy'ad)
i
= Z Z (qija'yd — Bijxiy’)
“Y S
:ZZ (Fom T"7") + ZZ Fom TY")

~
m,n bilangan genap m bzlangan ganjll n bilangan genap

+ > D G Ty +ZZ T T"F")

J

n bilangan gangil, m bilangan genap m,n bilangan gangil
=a+bT+ey+dry
sehingga f (:1: y) dapat ditulis sebagai @+ bT +¢ 7§ +dT . Jadi setiap
elemen R dapat ditulis dalam bentuk @+ bZT +¢ 7§ + dT T dengan sifat
72 = —1, 9> = —1 dan Ty = —yT akibatnya R dapat dipandang sebagai
gelanggang quaternion.

Aljabar Weyl juga berawal dari polinomial seperti contoh-contoh se-
belumnya. Misalkan K lapangan dan R = [z, y] polinomial dengan in-
determinates tak komutatif. Misalkan juga F' = (zy — yz — 1), maka
F' membentuk ideal sehingga R, F membentuk gelanggang kuosien
dengan sifat

ry—ay—1=0
Ty =Ty + L.
Sifat ini dapat dikembangkan sebagai berikut, karena F' ideal dari R
dan y € R maka
(xy —yx — 1)y € F dan y (zy — yz — 1) € F sehingga
(zy —yr =Dy +y ey —yr —1) =2y’ —yay —y +yay — v’z —y
=ay? —y’r —2y € F,
akibatnya

xy? —ylr —2y =0
)’ =y°T +27.

Selanjutnya perhatikan

(zy —yz — 1) y* +y (2y® — v’z — 2y) = 2y° — yay® — y* + yay?

—ylr— 2 =ay® —ydr —3y* € F,
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akibatnya

xy? —ylr —3y2 =0
770 = 7°T + 37°.
Secara umum zy" — y"x — ny" ' merupakan elemen dari F', karena
untuk n genap diperoleh

n n n n_1 n n n n n n_1
(:cy2 A A )y2 ty2 (myQ —yrr =5y >

2
n 2 2 o1 2 2 n
=Ty _‘92$92_‘§y tyzry? —yw
n
. §yn—1 — myn . ynl, . nyn—l c F,

sedangkan untuk n ganjil, misalkan n = k£ + [ dengan k,[ bilangan asli
(xyk — e — k,yk—1> o+ o (myl _ gz — lyl—l)
— oy Ryt — ey DL kgl kg gy
= oyt gy — (k4 D)yl e B

k+1)—1

Akibatnya xy" — y"x — ny" ! € F sehingga

xy” —y"r —ny" 1 =0
Bentuk di atas dapat lebih diperumum, misalkan f (y) = > a,y" aki-

d
batnya d—f = >"n a,y""! sehingga
Y

Z (i, (xy” —y"xr — ny”’l) = Z (anxy" —ayy"r — annynfl)
= Z (xany" —ayyr — nanyn_l)
=z Z any" — Z ay"r —n Z any™
d,
—af@)—fe-nLer

dy
akibatnya

af (y)—fy)z—nf(y)" =0
i) =f W) F+nfly)

Dengan cara yang sama dapat juga diperoleh 7 f (m)q =f (a:)ny —
nf (a:)n g Gelanggang kuosien RF' ini dinotasikan dengan A; (K)
dan dikenal dengan aljabar Weyl tingkat satu atas K. Untuk selanjut-
nya elemen dari aljabar Weyl A; (K) dinotasikan tanpa garis di atas.

Secara umum aljabar Weyl merupakan polinomial dengan indetermi-

d,
nates tak komutatif yang memiliki sifat zf (y) = f (y) x + d—f Akibat
Y
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sifat tersebut bentuk h (z) = 32,37 aya'y? + fBjy'a’ sebagai elemen
dari A; (K) dapat ditulis menjadi h (z) = >, >, vy e’

Contoh 12.
4oy + 2% = dx (y3x — 3y2) + 2y%23
= dayde — 122y° + 2%
=1 (y391; — 3y2) r—12 (y2ac — 2y) + 2%
= 4yP2? — 12972 — 12y%x — 24y + 22
= 4yP2% — 12y°%x — 24y + 2y%23

4. ALJABAR WEYL, GELANGGANG NOETHER PRIM

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa aljabar Weyl memenuhi gelang-
gang Noether dan gelanggang Prim. Untuk yang pertama akan di-
tunjukkan bahwa aljabar Weyl A; (K) merupakan gelanggang Prim.
Untuk menunjukkan aljabar Weyl merupakan gelanggang Prim cukup
dengan menunjukkan bahwa aljabar Weyl tidak memuat pembagi nol.
Misalkan f,g € A; (K) dengan f # 0 dan g # 0, akan ditunjukkan
fg #0. Misalkan f =37, 3" a;y'a’ dan g = 37, > Biy'a?, karena
f dan g tidak nol maka ada «;; # 0 dan 3y # 0 untuk suatu ¢, j, &, .
Karena a;j, B € K yang merupakan suatu lapangan maka o; 3y # 0,
akibatnya fg # 0. Jadi aljabar Weyl A; (K) merupakan suatu gelang-
gang prim.

Sebelum menunjukkan bahwa aljabar Weyl merupakan gelanggang
Noether akan dibahas terlebih dulu mengenai teorema berikut

Teorema 13. Basis Hilbert
Misalkan R gelanggang Noether. — Maka ring polinomial R[z] juga
merupakan gelanggang Noether.

Bukti : Misalkan R gelanggang Noether yang komutatif, akan ditun-
jukkan R [x] merupakan gelanggang Noether. Untuk menunjukkan
R [x] merupakan gelanggang Noether akan ditunjukkan bahwa setiap
ideal di R [z] dibangun secara hingga. Jelas bahwa ideal nol dibangun
secara hingga oleh nol itu sendiri. Misalkan I C R merupakan suatu
ideal yang tak nol. Akan ditunjukkan I dibangun secara hingga. Mi-
salkan f (z) € R [z] dengan f # 0, notasikan lc (f (z)) sebagai koefisien
dari pangkat tertinggi f. Untuk n =0,1,2,3... definisikan

I, ={a € R;lc(f (x)) = a untuk suatu f (x) € I dengan derajat n}

dengan kata lain, I,, merupakan himpunan koefisien dari polinomial
dengan derajat tertinggi n. Akan ditunjukkan bahwa I, merupakan
ideal atas R untuk setiap n. Misalkan a,b € I,, maka ada f,g € R [z]
sedemikian sehingga f(z) = ap + a1z + ... + az™ dan g(x) = by +
by + ...+ ba" selanjutnya f (z) + g (x) = (ap + bo) + (a1 +b1) + ... +
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(a + b) z™ akibatnya a + b € I,. Misalkan r € R karena rf (x) =
r(ag+ @z +...+ax™) = rag + rajx + ... + rax™ akibatnya ra €
I,. Jadi I, ideal atas R. Misalkan a € I, maka ada f € R]z]
sedemikian sehingga f () = ag + a1z + ... + az™ akibatnya z f () =
x(ag+azx+ ...+ ax") = rag+rxax+. ..+ rax™ = apT + a1’ +. ..+
ax™! sehingga a € I,,o1. Jadi I, C I,.; untuk setiap n. Akibatnya
dapat diperoleh Ip C I; C I, C ... karena R Noether maka ada k € N
sedemikian sehingga [, = I,, untuk setiap n > k, sehingga rantai naik
ideal di atas menjadi Ip C I C I, C ... C [y = [,1.... Karena R
Noether maka setiap ideal dari R dibangun secara hingga akibatnya
untuk 0 < m < k, dapat diperoleh {a,,1, Gm2, - - - Gms,, } sebagai pemba-
ngun bagi [,,,. Pilih f,,; (z) € I sedemikian sehingga deg (f,,; (z)) =m
dan lc (fmj( )) = Qyy; untuk semua 0 < m < kdan 1 < j <s,. Mi-
salkan T = (fmj ();0<m < k,1<j<s,), akan ditunjukkan bahwa
I = 1. Pertama akan dltunjukkan bahwa I C I. Misalkan f ( ) €

jika f(z) = 0 dan karena T merupakan ideal maka f(x) € 1. Jlka
f (x) # 0, misalkan deg (f (z)) = r dan a = lc(f (x)) . Akan digunakan
induksi pada r untuk menunjukkan f (z) € I. Untuk 7 = 1 makar < k
akibatnya a € I; sehingga dapat ditulis a = cia11 +caa12+. . . + 5, 14, -
Perhatikan polinomial

S1

g(z)= Zcifm' (x) €1

i=1

=cifi () + cafia (@) + ...+ cs frsy ()

= ¢1 (1o + an1w) + ¢z (b + a122) + ... + ¢4, (bsy0 + 15, 7)

= (c1b1o + Cabog + - .. + €5, 0s,) + (cra11 + C2a12 + ... F €5 a15,) T
= (c1b1g + Caboo + . .. + ¢5,b5,) + ax,

sehingga diperoleh lc (g (z)) = a akibatnya deg f () — g (z) < r = 1,
jadi deg (f () — g (x)) = 0 dengan lc(f (z) — g (x)) = c1bio + c2bao +

..+ ¢s, b5, = c. Karena ¢ € Iy maka ¢ = lyap1 + laaga + ... + L5 a0s,
akibatnya akan ada fo1, fo2, ... , fos, € I dengan deg (fo,; (z)) = 0 dan
le(foj () = agj untuk 1 < j <'s¢. Perhatikan

C = l1a01 -+ l2a02 + ...+ lsoa()so
= ll (aoll'()) + lQ (CLOQJTO) + ...+ 150 (CLOSOJIO)
= lifor +lafor + ..+ s, foso

= ilz‘fm € I
i=1

Jadi (f (z) — g (x)) € I, karena g (z) € I dan I merupakan ideal

maka (f (z) — g (z)) + g (z) € I. Jadi f(z) € I. Untuk r = 2 maka
r < k akibatnya a € I, sehingga dapat ditulis a = cias; + coass + ... +
CSQCLQSQ'
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Perhatikan polinomial

52

g9(x) = Zcifri (z) € i

i=1
= cifor (2) + cafor (T) + ... + Csy fos, (7)

= ¢; (bio + buw + ana?) + s (boo + bz + ama®) + ...

+ cs, (bszg + bs,17 + a282x2)

= (C1b1o + Cabog + . .. + Cs,bs,) + (1011 + c2boy + ...+ Csybsy1)
+ (c1a91 + c2a22 + . .. + Csy005,) ?

= (C1b19 + Cabog + . .. 4 €5, b)) + (€1b11 + c2boy + ...+ c5,bs1)

+ ax?,

sehingga diperoleh lc (g (z)) = a akibatnya deg f () — g (x) < r = 2,
jadi deg (f (z) — g (x)) = 1, dengan lc(f (z) — g (2)) = c1bi1 + c2bar +
...+ cs,bs,1 berdasarkan langkah sebelumnya f (z)—g (z) € I. Karena
f(z)—g(z) € I dan g(z) € I maka (f (z) — g(2)) +g(z) € I. Jadi
f(x) € 1. Sehingga berdasarkan induksi terhadap r untuk » < k dapat
diperoleh, misalkan deg (h(z)) = r untuk r < k, maka h(z) € I.
Untuk r = k, karena a = lc(f (x)) akibatnya a € Ij sehingga dapat
ditulis @ = cia; + caaga + . .. + c5, aks,. Perhatikan polinomial

Sk

g(z) = Zcifki (z) € I

i—1
= c1fr1 (7) + cafra () + ...+ cg, frs, ()

= (bm +byx+ ...+ aklxk) + ¢s (b20 +byx+ ...+ amxk) +
oot ey (bsgo +bgaz + .+ akskxk)

= (c1bio + cabao + . .. + s, ) + (c1bin + cabor + .o+ 5. bs1) T+
ot (ram + cae + . F g aps,) T

= (c1bio + c2bog + ... + 5, bs, ) + (c1b11 + cobor + ...+ Co,bsp1) T +

...—l—axk,

sehingga diperoleh lc (g (z)) = a akibatnya deg f (z) — g (z) < r =k,
berdasarkan hipotesis f (z) — ¢g () € I. Karena f (z) — g(z) € I dan

g(z) € T maka (f(z) —g () +g(z) € I. Jadi f(z) € I. Untuk
r = k+ 1 maka r > k akibatnya a € [ sehingga dapat ditulis a =
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C1ap1 + Coake + ... + c5, ays, . Perhatikan polinomial

Sk

g(z) = Z "R fi (x) € T

i=1
= 17" fr (@) + " T fro (2) + L 4 e T f, (2)
= 12 fr1 () + o fro () + ... + 5, 2 frs, (T)
c1x (bm +byx+...+ akla:’“) + cox (b20 + by + ...+ akgl‘k)
+...+cx (bskO +bsar+ ...+ akskxk)

= (Clblo + Cgbgo —f- e + cskbsk) X —f- (Clbll + CQle —I— e —f- Cskbskl) X
k+1

2

+ .ot (Crags + otk + ..+ Cs aks,) T

= (Clblo + CQbQO —f- e + 051b51> X —|— (Clbll + Cgbgl + P —|— 052b821) X

k1
+ ...+ az"

2

sehingga diperoleh lc (g (x)) = a akibatnya deg f () — g () < k + 1,
berdasarkan langkah sebelumnya f (z) — g(z) € I. Karena f (z) —
g(z) € Tdan g (z) € I maka (f (z) — g (2))+g(z) € I. Jadi f (z) € I.
Untuk » = k£ 4 2 maka r > k akibatnya a € I; sehingga dapat ditulis
a = ci1ay; + CaQpa + ... + C5 ks, . Perhatikan polinomial

Sk

g(z) = Z " Ffi (x) € T

i—1
= 12" 7F fi (1) + 2P F fro (2) + L+ g 2T f, (2)

= 122 fi1 (2) + 02 fro () + .. + Co @2 frs, (T)

e’ (bw + bz +...+ aklxk) + con? (bgo + bz +...+ Clkgl’k)
+ oot e @ (bspo + bs1 + -+ g z")

= (C1b10 + Cngo + ...+ Cskbsk) 1'2 + (Clbu + Cgbgl + ...+ Cskbskl) .T3
k+2

+ .ot (Crags + coake + .. Cs aps,) T
= (C1b10 + Cgbgo + ...+ Cslbsl> .I2 + (Clbn + Cgbgl + ...+ C52b321) .773

k2
+ .. axt?

sehingga diperoleh lc (g (z)) = a akibatnya deg f () — g(z) < r =
k + 2, berdasarkan langkah sebelumnya f(z) — g (x) € I.

f(@)—g(z) eI dan g(z) €1 maka (f(z) —g(z)) +g(z) € I. Jadi
f (x) € I. Sehingga berdasarkan induksi terhadap r untuk r > k dapat
diperoleh, misalkan deg (h (z)) = r untuk & < r <n, maka h(z) € I.

Untuk r = n, karena a = le(f (z)) dan r > k maka a € I sehingga
dapat ditulis a = ciag + caars + . .. + cs,axs, . Perhatikan polinomial

Karena
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Sk
g(x)= Z cx"Ffi(x) €T
i=1
= 12" fr () + 2™ fro () + .. A o, 2" frs, (2)
= 12" fr1 (@) + 22" fro () + ...+ 5, 2" fis,, ()
=cz" (bl(] +bpx+...+ aklxk) + cox” (b20 +byx+...+ akgxk)
+ ...+ cga” (bsko +bgar+ ...+ akskfl«“k>
= (c1b1o + Cabog + ... + €5, b5, ) " + (c1b1y + caboy + ...+ 5. bs,1)
2" (erap + Coapg + . Cy g, ) T
= (c1b10 + Cabog + - .. + €5, b5, ) T+ (C1b11 + c2boy + ..+ Cs,bs,1)

" agktr,

sehingga diperoleh lc (g (z)) = a akibatnya deg f () — g(z) < r =
n, berdasarkan hipotesis f (z) — ¢g(x) € I. Karena f(x) —g(x) €
I dan g(z) € T maka (f(z)—g(2)) +g(z) € I. Jadi f(z) € I.
Akibatnya berdasarkan induksi terhadap r dapat diperoleh f (x) € I.

Jadi diperoleh I C I. Tahap selanjutnya menunjukkan kebalikannya.
Karena I = (fn,; (z)) dengan f,,; € I dan I merupakan ideal maka

-~

jelas bahwa I C [. Jadi diperoleh I = 1. Jadi dapat disimpulkan
bahwa I dibangun secara hingga. Karena setiap ideal di R [z| dibangun
secara hingga, maka berdasarkan definisi Noether, R [z] merupakan
gelanggang Noether. m

Aljabar Weyl A; (K) merupakan polinomial dengan 2 indeterminates
tak komutatif dengan koefisien terletak di K yang merupakan suatu
lapangan. Karena K lapangan maka K merupakan suatu division ring
akibatnya K hanya memiliki ideal 0 dan dirinya sendiri, K. Sehingga
rantai naik ideal di A merupakan rantai naik yang stabil, akibatnya
K merupakan gelanggang Noether. Berdasarkan Toerema 13, K [y]
merupakan gelanggang Noether.

A; (K) dapat dipandang sebagai polinomial dengan indeterminates
x atas K [y] yaitu A; [K] = K [y|[z], akibatnya dimiliki polinomial
dengan indeterminates x dengan koefisien pada K [y| dengan fx # xf
untuk setiap f € K [y]. Dengan sedikit variasi terhadap bukti Teorema
13 akan ditunjukkan bahwa A; (K) = K [y| [z] merupakan gelanggang
Noether.

Diketahui K [y] merupakan gelanggang Noether, dan setiap elemen
di A; (K) dapat ditulis dalam bentuk >_ fiz* dengan f; € K [y]. Misal-
kan [ ideal dari Ay (K) dan misalkan 7, himpunan koefisien-koefisien
tertinggi dari elemen di I dengan derajat n. Pertama akan ditun-
jukkan I, ideal di K [y|. Misalkan f,g € I, maka ada fy + fix +
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fox? 4 ...+ fa", go + 17 + gox? + ... + g™ € I sehingga
(fo+ fiz+ for® + ...+ f2™) + (90 + g1z + go2® + ... + g2") =

(fot+g0)+(fitg)a+(fatg)a®+.. . +(f+g)a"
sehingga f + g € I,,. Misalkan h € K [y| sehingga

h(fo+ fiz+ for® + ...+ fa™) = hfo + hfiz + hfsr® + ...+ hfa"

dan
(fo+ fiz + foa® + ...+ fa") h = foh + fizh + for’h+ ...+ fa"h

dengan sifat aljabar weyl zf (y) = f (y) z + j—f dapat diperoleh
Y

foh + fixh + fox®h + ...+ fa"h = foh + ...+ fha"

Akibatnya hf, fh € I,. Jadi [, ideal di K [y]

Misalkan f € I, sehingga dapat diperoleh fo+ fiz+ fox?+.. .+ fa" €
I, karena [ ideal di A; (K) maka (fo+ fix + fox? + ...+ fa")z € I
sehingga diperoleh foxr + fiz? + fox® + ... + fa"t! € I akibatnya
f € I,.1. Jadi dapat disimpulkan I,, C I, .

Misalkan Ly € L; C ... merupakan rantai naik ideal di A; (K).
Notasikan L;, sebagai himpunan koefisien tertinggi pada L; dengan
derajat n. Karena Ly C L; C ... dan karena [,, C I, ;; maka dapat
diperoleh L;, C L, akibatnya L;; C Ly, jika ¢ < k dan j < m.
Perhatikan rantai naik ideal L1y € Loy C L33 C ... karena L; ideal
di K [y], dan K [y] Noether maka rantai naik tersebut stabil, misalkan
pada Lj;. Untuk setiap n dengan 0 < n < j — 1, perhatikan rantai
naik {L;,|¢ > 0}, jika diuraikan

untuk n =0 Loongongog..
untuk n =1 LOlgLHnglg..
c ..

untuk n = 2 Loz € Lig € Lo

untuk n = j —1 Lojfl Q Lljfl Q ngfl Q Ce

Karena L;; ideal di K [y] Noether maka rantai naik di atas stabil
untuk setiap rantai, misalkan rantai tersebut stabil pada Ly, , untuk
setiap n. Pilih m = max {j, ko, k1, ... ,kj_1}, akibatnya untuk i > m
dan untuk setiap n > 0 berlaku L;, = L,,,. Karena n berlaku untuk
setiap maka dapat ditulis Ly C L4 C Ly C ... C L,, = Ly =

. artinya rantai naik ideal {L;|¢ > 0} stabil pada L,,. Jadi A; (K)
gelanggang Noether.

Dari penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa aljabar Weyl A; (K)
memenuhi gelanggang Noether dan gelanggang Prim. Jadi aljabar
Weyl A; (K) merupakan contoh dari gelanggang Noether Prim. Tetapi
karena aljabar Weyl A; (K) tidak bersifat komutatif karena xy # yx
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maka Aljbar Weyl A; (K) bukan daerah integral, akibatnya aljabar
Weyl A; (K) bukan Daerah Dedekind.
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